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摘 要

重尾现象及其理论在许多科学领域都起着非常重要的作用，例如保险和经济学。

本文主要研究了基于重尾时间序列的非参数假设检验。我们讨论了当误差四阶矩不

存在时，对 ARMA-GARCH 模型的经验似然检验；以及当误差具有无限方差时的
Portmanteau型单位根检验。本论文由以下部分组成。

第一部分，我们考虑了当误差四阶矩不存在时，ARMA-GARCH模型中误差零
均值的检验问题。对于重尾 ARMA-GARCH模型，经典的拟极大似然估计（QMLE）
不能保证估计量的渐近正态性成立，所以一般经常使用自加权拟极大指数似然估计

（SWQMELE）。但是，SWQMELE要求误差的中位数为 0，而经典的ARMA-GARCH
模型通常假设均值为 0。为了保证 SWQMELE的假设成立，我们在对模型做相应的
变换时可能会破坏 ARMA-GARCH模型的结构。因此，在误差的中位数为 0、绝对
矩为 1的假设下，我们提出了一个可以有效检验误差零均值的经验似然检验。在常
规的假设下，我们建立了该检验统计量在原假设和局部备择假设下的极限分布。模

拟研究及对美国房价指数和金融收益率序列的应用证实了该检验在有限样本下具有

良好的数值效果。

第二部分，为了提高检验对异方差和重尾的稳定性，我们假设误差均值为 0、方
差为 1，通过使用 GARCH结构而无需估计 GARCH模型来对误差的中位数是否为
0进行检验。此外，我们也给出了改进过后的检验统计量在原假设和局部备择假设
下的极限分布。该检验的有效性也被模拟研究所证实。对金融收益率序列的数据分

析表明，在使用 SWQMELE时，应该注意其条件是否满足。
第三部分，为了提高零均值误差检验的稳定性，我们再次利用第二部分的思想，

即利用 GARCH结构而不估计 GARCH模型，在误差的中位数为 0、二阶矩为 1的
条件下，结合基于中位数的估计方法和随机加权自助抽样法来检验误差零均值。我

们给出了在原假设和局部备择假设下检验的渐近理论。对几种外汇数据的实证分析

表明，在拟合模型之前进行假设检验很有必要。

最后，以上研究是针对误差四阶矩不存在且方差有限的 ARMA-GARCH模型。
为了进一步研究方差无限的时间序列，我们考虑了带有重尾线性噪声的自回归模型

的单位根检验，即噪声项具有 εt =
∑∞

j=0 djηt−j 的形式，其中 {ηt}独立同分布且属
于 α-stable 分布吸引域，α ∈ (0, 2)。我们提出了基于样本协方差的 Portmanteau 型
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检验统计量，该检验统计量有非参的形式，且易于实现。我们证明了该检验统计量

的极限分布为标准 stable分布的泛函。模拟研究证明了我们提出的统计量在 size和
power上表现优于传统的单位根检验统计量。对世界原油价格和金融商业票据利率
的应用表明我们提出的统计量有良好的表现。

关键词: 重尾；非参数；ARMA-GARCH模型；经验似然；拟极大似然估计；自加权
拟极大指数似然估计；加权估计；零中位数；零均值；单位根检验；线性过程；stable
分布
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Abstract

The phenomena of heavy tails exit in many area of science, such as insurance and
economics. This thesis mainly focuses on the nonparametric hypothesis testing for heavy-
tailed time series. We study the hypothesis testing for errors using empirical likelihood
method in the procedure of fitting an ARMA-GARCH model when the errors have infinite
fourth moment, as well as the Portmanteau-type test for unit root when errors have infinite
variance. This thesis consists of following parts.

First, in the procedure of fitting an ARMA-GARCH model, the self-weighted quasi
maximum exponential likelihood estimation (SWQMELE) is often employed instead of the
quasi maximum likelihood estimation (QMLE) to reduce the moment constraints. How-
ever, SWQMELE requires the errors to have zero median instead of zero mean which is
assumed by QMLE. Because changing zero mean to zero median destroys the ARMA-
GARCH structure and has a serious effect on skewed data, we consider an efficient em-
pirical likelihood test for zero mean of errors in the application of SWQMELE to ensure
that the model still concerns conditional mean. We derive the limit distributions of the test
under both null hypothesis and local alternative hypothesis under mild assumptions. A sim-
ulation study confirms the good finite sample performance before applying the test to the
US housing price indexes and financial returns for the study of comovement.

Second, to improve the robustness against heteroscedasticity and heavy tails, we em-
ploy the empirical likelihood test for testing zero median of errors by using the GARCH
structure to reduce the moment effect without estimating the GARCH model. The limit
distribution of the test under null hypothesis and local alternative hypothesis are devel-
oped as well. The effectiveness of the proposed test is confirmed by simulation study. The
data analysis shows that some financial returns do not have zero median of errors, which
cautions the use of the SWQMELE.

Third, to improve the robustness of the test for zeromean of the errors，we also consider
to use a random weighted bootstrap method combined with the idea of using the GARCH
structure to reduce the moment effect without estimating the GARCH model. Asymptotic
theory for our proposed test has been developed under both null hypothesis and local al-
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ternative hypothesis. Empirical analysis on several exchange rates shows the hypothesis
testing before fitting the model is necassary.

Finally, the above study focuses on ARMA-GARCHmodel whose errors have infinite
fourth moment and finite variance. To further study the time series with infinite-variance
errors, we focus on the test for the existence of the unit-root of an autoregressive model
under a heavy-tailed linear noise, where the noise εt =

∑∞
j=0 djηt−j and {ηt} is a sequence

of i.i.d. innovations belonging to the domain of attraction of an α-stable distribution for
some α ∈ (0, 2). We propose a Portmanteau-type statistic based on the sample covariance
which is nonparametric and easy to implement. Under certain regular assumptions, the limit
distribution of the statistics is shown to be a functional of a standard stable distribution. The
good finite sample studies show that the new test outperforms conventional unit root tests
in size and power. Applications to the daily world crude oil price and 3-month AA financial
commercial paper rate are also given to illustrate the performance of the new test.

Keywords: heavy tail; nonparametric; ARMA-GARCHmodel; empirical likelihood;
quasi-maximum likelihood estimation; self-weighted quasi maximum exponential likeli-
hood estimation; weighted estimation; zero median; zero mean; unit root test; linear pro-
cess; stable distribution
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文中部分缩写及符号说明

i.i.d. 独立同分布

| · | 绝对值函数

∥ · ∥ 欧式范数

exp{·} 指数函数

I(A) 集合 A的示性函数

EX 随机变量 X 的期望

VarX 随机变量 X 的方差

R 实数集合

R0 正实数集合

D[0, 1] 在 [0, 1]上右连续且有左极限的函数空间

∼ 服从分布

N(·, ·) 正态分布

Beta(·, ·) Beta分布
Laplace(·, ·) Laplace分布
Uniform(·, ·) 均匀分布

Pareto(·, ·) Pareto分布
d−→ 依分布收敛
p−→ 依概率收敛

⇒ 弱收敛

an = O(bn) lim
n→∞

an/bn <∞
an = o(bn) lim

n→∞
an/bn = 0

an = Op(bn) an/bn依概率有界

an = op(bn) an/bn依概率收敛到 0
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1 引言

1.1 选题背景与意义

重尾现象一直以来在许多科学领域都很常见，比如在保险和金融领域。该现象

主要是由于序列中取极值的概率相比一般分布（比如正态分布和指数分布）要大，其

分布函数往往呈现“尖峰厚尾”的形态。重尾现象的分析是极值理论的一个分支，后

者主要研究一些极端罕见事件的发生，如百年一遇的洪水和地震等。与经典的统计

建模和推断不同的是，重尾现象的统计分析很大程度上受到尾部形态的影响，其分

析和研究主要基于规则变化函数、概率测度的弱收敛、随机测度和点过程；其应用

范围十分广泛，比如在金融中，资产回报往往是重尾的，进行资产管理和风险度量

时需要使用重尾理论；在保险中，再保险领域往往更加关注极值的存在。因此，当

系统的行为被极值所支配时，如何对其进行统计推断也是近几年来学者十分关注的

问题。

在许多经济和金融领域中，序列经常存在偏斜性、时间相关性和波动的持久性。

为了刻画这些特点，一个常用的时间序列模型是著名的自回归滑动平均-广义自回归
条件异方差（ARMA-GARCH）模型，表示为：{

yt = φ+
∑p

i=1 ϕiyt−i +
∑q

j=1 ψjεt−j + εt, εt = ηt
√
ht,

ht = α0 +
∑r

i=1 αiε
2
t−i +

∑s
j=1 βjht−j,

(1.1)

这里 α0 > 0, αi ≥ 0 (i = 1, ..., r), βj ≥ 0 (j = 1, ..., s), {ηt}是 i.i.d.的随机变量且
均值为 0方差为 1。基于 Eηt = 0和 Eη2t = 1,参数模型 (1.1)很好地刻画了 {Xt}的
条件均值和条件标准差。自从 Engle (1982)和 Bollerslev (1986)以来，对 GARCH模
型和 ARMA-GARCH 模型的理论性质的研究和统计推断受到了极大的关注。比如，
Basrak et al. (2002)研究了 GARCH模型的尾部行为和样本自相关函数；Mikosch and
Starica (2000)、Berkes et al. (2003)、Chan et al. (2012) 和 Zhang et al. (2019) 考虑
了 GARCH(1,1)模型尾部指数的估计。拟合模型 (1.1)常用的统计方法是著名的拟极
大似然估计（QMLE）法，参考 Ling and Li (1997a)、Jeantheau (1998)、Berkes et al.
(2003)、Ling and McAleer (2003)、Hall and Yao (2003)和 Francq and Zakoian (2004)
等。众所周知，当 Eε4t <∞和 Eη4t <∞成立时，即当序列存在一个较轻的尾部时，
QMLE收敛到一个正态分布。

实际中，
∑r

i=1 αi +
∑s

j=1 βj 经常接近于 1，表明 Eε4t < ∞经常不成立，即模
型 (1.1)中误差经常是重尾的。如何在重尾情况下对模型 (1.1)进行统计推断，是近
年来一直受到研究者们备受关注的问题。为了解决这个问题，Ling (2007)曾提出了
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一种自加权的局部 QMLE，当 Eη4t < ∞和 E|εt|τ < ∞对某个 τ > 0成立时，该估

计量可以有正态极限。当模型 (1.1)是一个纯 GARCH模型时，Hall and Yao (2003)
证明了 QMLE在 Eη4t = ∞下收敛到一个 stable分布。然而，由于 stable随机变量
的分布函数没有显性的表达式，使得给定置信（显著）水平下的置信（拒绝）域的

确定变得非常复杂。因此，我们往往希望在 Eη4t = ∞下，所得的估计量依然能够
收敛于正态分布，以便进行统计推断。一个常用的方法是使用基于中位数的统计推

断，绝对偏差估计 (LADE)是其中最为常见的方法。该方法可以提高在四阶矩不存
在的情况下估计的稳定性，并且在一定的条件下具有渐近正态性。局部 LAD的方法
曾被 Peng and Yao (2003)和 Li and Li (2005, 2008)等研究过;全局 LAD则被 Horváth
and Liese (2004)和 Berkes and Horváth(2004)等研究过。Peng and Yao (2003)提出了
针对 GARCH序列的 LADE，并推导出了该估计量的渐近正态性。他们假设了 η2t 的

中位数为 1而不是方差为 1。但由于 LAD的目标函数是不可导且非凸的，此方法在
使用时会过于复杂，计算成本可能会过大。最近 Zhu and Ling (2011)提出了一个自
加权拟极大指数似然估计（SWQMELE）来解决重尾情况下模型估计的问题，通过
假设 E|ηt| = 1和 ηt的中位数为 0，而不是 (1.1)中的 Eη2t = 1，无论 Eη4t = ∞还是
Eη4t <∞，都能确保估计量收敛到正态分布。
然而，当 ηt 不满足 SWQMELE所需的假设：E|ηt| = 1和 ηt 的中位数为 0时，

为了使得模型满足假设，我们需要对模型做一些变换。若 E|ηt| = d > 0，其中 d未

知，通过定义

η∗t = ηt/d, h
∗
t = d2ht, α

∗
i = d2αi, 其中 i = 0, 1, · · · , r, β∗

j = βj, 其中 j = 1, · · · , s,
(1.2)

模型 (1.1)相当于

yt = φ+

p∑
i=1

ϕiyt−i+

q∑
j=1

ψjεt−j+εt, εt = η∗t
√
h∗t , h

∗
t = α∗

0+
r∑
i=1

α∗
i ε

2
t−i+

s∑
j=1

β∗
jh

∗
t−j。

(1.3)
因此，为了使得 E|ηt| = 1成立，只需要对参数 αi 进行简单的尺度变换。更重要的

是，这种尺度转换一般不会改变常用的风险度量的统计推断，例如 conditional Value-
at-Risk（CVaR）、yt 在给定 Ft−1（Ft 为 {ys : s ≤ t}生成的 σ 域）下的 conditional
Expected Shortfall（CES）、ηt 的 VaR和 ES及多个序列之间的联动性。例如，由模
型 (1.1)和 (1.3)可得：

P (yt ≤ y|Ft−1) = P (ηt ≤ (yt − φ−
∑p

i=1 ϕiyt−i −
∑q

j=1 ψjεt−j)/
√
ht|Ft−1)

= P (η∗t ≤ (yt − φ−
∑p

i=1 ϕiyt−i −
∑q

j=1 ψjεt−j)/
√
h∗t |Ft−1)。

也就是说，给定 Ft−1下,根据 (1.1)计算出的 yt的 CVaR与根据 (1.3)计算出的 CVaR
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是一样的。然而，当模型 (1.1)中 ηt的中位数不为 0时，为了使得 ηt的中位数为 0来满
足 SWQMELE的条件，我们需要进行复杂的位移变换，但是变换后 ARMA-GARCH
结构将不再成立。比如，如果 ηt的中位数为 m ̸= 0，那么为了让中位数为 0，需要
做如下变换：

εt = m
√
ht + (ηt −m)

√
ht。

然而由于m
√
ht的存在，此模型不再具有零均值的 GARCH误差，这样 SWQMELE

便不再适用。更多相关的信息，可参见 Fan et al. (2014)。因此，当应用 SWQMELE
来估计重尾情况下的 ARMA-GARCH模型时，检验其假设是否满足具有重要意义。
这将是本论文重点考虑的一个关键问题，我们将在本论文的第 3-5章对此问题进行
详细的探讨。

此外，非平稳性在金融和经济领域中也很常见，刻画这种现象最常用的模型之

一是单位根模型。具体地说，对于一个 AR(1)过程:

Yt = βYt−1 + εt, t = 1, ..., n。 (1.4)

当 β = 1时，模型 (1.4)为一个 AR(1)单位根过程，也常被称为随机游走过程。单
位根模型具有不可预测性，如果忽略单位根的存在就进行下一步的统计分析，经常

会导致伪回归等问题。因此，对时间序列进行统计分析时，我们首先都会检验单位

根是否存在。最经典的单位根检验方法是 Dickey and Fuller (1979)提出的 DF检验。
但当 β 接近 1 且 εt 具有序列相关性时，基于最小二乘法的 DF 检验在有限样本下
power很低。因此，研究人员们提出了一些改进方法来提高检验的 power，参考 Said
and Dickey (1984)提出的针对ARMA误差的 augmented Dickey-Fuller (ADF)检验，和
Phillips and Perron (1988)提出的 PP检验（即 DF检验的非参数版本）。最近，Jansson
and Moreira (2006)以及 Jasson (2008)在不同形式的趋势项下使用了 Gaussian power
envolope进行单位根检验。频域方法，如冯-诺依曼方差比（VN）检验（参考 Sargan
and Bhargava (1983)和 Cai and Shintani (2006)）、Fan and Gencay (2010)的小波谱方法
也被研究过。Zhang and Chan (2018)提出了一种 Portmanteau型检验统计量，该统计量
通过利用序列的部分阶数的自相关系数，来提高序列相关情况下检验的 power，因此
具有稳健性且易于使用。为了推导该 Portmanteau型检验统计量的渐近分布，Zhang
and Chan (2018)要求噪声的四阶矩存在，即噪声项 εt有较轻的尾部。然而，众所周

知，重尾现象在许多经济和金融序列中经常存在，因此该假设在实际中很难满足。

与轻尾的情况相比，关于厚尾数据单位根检验的研究相对还是不够完善，部分

相关文献如下：Chan and Tran (1989) 考虑了当误差为 i.i.d. 且属于 α-stable 分布吸
引域 (α ∈ (0, 2))的单位根检验。他们建立了在 β = 1下的普通最小二乘 (OLS)估

3
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计量的强一致性，并证明了此情况下的 DF检验的极限分布为 α-stable过程的泛函。
Knight (1989, 1991)考虑了当噪声有无限方差时，自回归参数 β的 OLS和M-估计量
的渐近行为,他们得出M-估计量的收敛速度更快。Ahn et al. (2001)推导出了当噪声
εt属于对称的 α-stable分布的吸引域时，DF检验、Lagrange乘子法、Durbin-Watson
检验和 Phillips 修正检验的极限分布。最近，Samarakoon and Knight (2009) 拓展了
Knight (1989, 1991)的结果，对带有方差无穷噪声的 p阶自回归模型 (AR(p))，考虑
了基于M-估计量的DF检验。Chan and Zhang (2010)建立了当 εt为重尾GARCH(1,1)
噪声且方差无限时 DF检验的极限分布。Arvanitis (2017)得出了当噪声为一个属于
α-stable分布吸引域的 i.i.d.序列和一个正序列（该正序列的无穷大截尾 α阶矩在无

穷点变化缓慢）的乘积时，DF检验的极限分布。然而，他们并没有给出一个在实践
中可以近似得出检验统计量经验分布的算法。在由线性过程驱动的渐近单位根过程

的背景下，其中该线性过程是一个重尾分布和一个轻尾分布的线性组合，Georgiev
et al. (2017)研究了重尾噪声对包括 ADF 和 PP 检验在内的常用的单位根检验在理
论和实践中的影响。此外，他们提出了一种基于 Eicker-White标准误差的 ADF检验
的变形来提高传统单位根检验的 power。Cavaliere et al. (2018) 研究了当 εt 是一个

由 i.i.d.无限方差噪声驱动的线性过程时，ADF统计量的渐近分布。Zhang and Chan
(2020)进一步考虑了当 εt是由重尾 GARCH(1,1)模型驱动的线性过程时，ADF检验
的渐近分布。然而，DF检验对于序列相关的噪声通常来说 power很低，而 ADF检
验需要对差分过程进行参数化回归。这促使我们想要找到一种简单而直接的方法来

检验重尾情况下，尤其是无限方差噪声下单位根是否存在。本论文的第 6章将对这
个重要的检验问题进行探讨。

1.2 研究方法简介

本文中主要用到的方法之一是经验似然法，该方法是由Owen (1988，1990)提出
的，是一种结合了参数方法和非参数方法优点的数据驱动方法。与自助抽样法（boot-
strap）和刀切法（jackknife）一样，经验似然方法不需要假设数据服从一个特定的分
布族；与参数似然法类似，经验似然法可以自动确定置信区间/区域的形状，它直接
融入了通过约束条件或先验分布表达的信息；它也可以延伸到有偏抽样和删失数据

的情况，而且具有良好的渐近 power。经验似然法可以被当做是一种不进行再抽样
的自助抽样法，或者无需参数假设的似然法。在一定的正则条件下，经验似然比统

计量渐近地服从一个卡方分布，所获得的置信区间/区域的形状由数据自动决定。由
于其有效性，经验似然法已被应用于各个领域来提供强有力的检验和准确的区间估

计，其中包括Owen (1991)和Kolaczyk (1994)在一般回归问题中的应用，Chuang and
Chan (2002)在非平稳 AR模型中的应用，Chan and Ling (2006)在 GARCH模型中的
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应用，Liu et al. (2008)和 Ciuperca and Salloum (2015)在变点检测中的应用，Fan and
Huang (2005)在变系数部分线性模型中的应用，Chen et al. (2012)在门限 AR模型中
的应用，Li et al. (2012)在 AR-ARCH模型中对 LAD估计的应用，以及 Zhang et al.
(2019)在 GARCH类型模型的尾指数推断中的应用。更多关于经验似然法的内容可
以参考 Owen (2001)。
此外，本文中还将使用的另一个方法是随机加权自助抽样法（random weighted

bootstrap method）。随机加权自助抽样法改进于 Wu (1986)提出的传统的 wild自助
抽样法，最初由 Jin et al. (2001)提出。它是一种简单的重抽样方法，通过多次反复扰
动目标函数来进行统计推断。随机权重可由标准指数分布、伯努利分布等生成。到

目前为止，此方法已被广泛用于回归分析和时间序列模型的统计推断，来解决估计

量的渐近协方差矩阵不能被直接估计的问题。更多关于随机加权自助抽样法的内容

可以参考 Chen et al. (2008, 2010)、Li et al. (2014, 2015)、Zhu and Ling (2015)和 Zhu
(2016)。

最后，我们在单位根检验中用到了 Portmanteau型检验统计量，此类检验统计量
针对的是原假设明确但备择假设比较松散的假设检验，它对各种偏离原假设的情况

都有很好的检验 power。使用这种检验统计量可以避免在各种特定的偏离原假设的
情况下分别讨论的繁琐性。最著名的该类型统计量是由 Box and Pierce (1970)以及
Ljung and Box (1978)提出的主要用于检验 GARCH模型中残差的 i.i.d.假设 (即模型
(1.1) 中的 ηt)，它已成为对 GARCH 模型进行检验的常用工具。其他关于此类型统
计量的例子，可以参考 Li and Mak (1994)、Ling and Li (1997b)、Carbon and Francq
(2011)、Hong and Lee (2003)、Escanciano (2008)和 Ling and Tong (2011)。

1.3 文章结构

在第 2章，我们将给出本文所需要的预备知识，包括经验似然理论和重尾理论。
在第 3章，我们考虑了用经验似然方法来检验拟合SWQMELE于ARMA-GARCH

模型时假设是否满足。也就是说，假设模型 (1.1)中 E|ηt| = 1、ηt 的中位数为 0和
Eη2t <∞成立，我们用 profile经验似然方法来检验下面的问题：

H0 : Eηt = 0 v.s. H1 : Eηt ̸= 0。

在常规的假设条件下，我们推导出了该检验统计量在原假设和局部备择假设下的极

限分布。此外，我们也给出了此方法的模拟研究，并在实证分析部分对美国房价指

数和金融收益率序列进行了检验。

在第 4章，我们通过使用 GARCH结构而无需估计 GARCH模型来提高检验的
稳健性。我们继续考虑模型 (1.1)，但假设 Eηt = 0且 Eη2t = 1,令 ηt 的中位数为 d,

5
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我们用 profile经验似然方法检验：

H0 : d = 0 v.s. H1 : d ̸= 0。

该检验对波动性和重尾稳健，且具有很好的 power。我们给出了在原假设和局部备
择假设下该检验统计量的渐近理论。此外，详细的模拟研究和对金融收益率序列的

数据分析表明，该检验统计量在有限样本下具有良好的数值效果。

在第 5章，我们阐述了如何结合基于中位数的推断方法和随机加权自助抽样法
来检验误差零均值。我们和第 3章一样考虑检验：

H0 : Eηt = 0 v.s. H1 : Eηt ̸= 0。

和第 3章不同的是，我们应用了第 4章的思想，即通过使用 GARCH结构而无需估
计 GARCH模型，在 ηt的中位数为 0和 Eη2t = 1的假设下，检验 Eηt是否为 0。我
们首先使用 LAD方法估计了 ARMA模型，估计量在当 E(|εt|δ) < ∞对某个 δ > 0

成立时渐近收敛于正态分布。接下来，我们考虑了用随机加权自助抽样法来检验原

假设，并给出了相应的渐近理论。此外，对几种外汇数据的应用也表明，拟合模型

(1.1)之前进行假设检验很有必要。
在第 6 章，我们考虑了 Portmanteau型检验统计量来检验重尾噪声下单位根是

否存在。我们将 Zhang and Chan (2018)中对于有限方差情况下的 Portmanteau型单
位根检验拓展到了无限方差的情况。假设模型 (1.4)中的 εt是一个重尾线性过程，其

中 εt =
∑∞

i=0 diηt−i，{ηt}是属于一个 α-stable分布吸引域的 i.i.d. 噪声。我们证明了
该检验统计量的极限分布是一个 stable过程的泛函。我们的方法不仅保留了 Zhang
and Chan (2018)中检验方法易于实施的特性，而且相对于传统的检验统计量 PP、DF
和 ADF检验，有更精确的 size和更大的 power。详细的模拟研究表明，我们的方法
具有良好的数值效果。在实证分析部分，我们也对世界原油价格和金融商业票据利

率进行了检验。

在第 7章，我们给出了本文的总结，并且对将来可能的拓展工作做了展望。
本文收录了作者五年来所撰写的部分论文, 发表和投稿的详细情况可参见文末

的附表。在写作过程中，本文也得到了NSFC (No.11771390/11371318)、USyd-ZJU合
作研究项目和中央高校基础研究基金的支持。限于作者自身的学术水平，文中难免

会有不当和谬误之处，也有很多值得深入思考和拓展的问题，恳请各位专家和读者

不吝批评和指证。
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2 预备知识

2.1 经验似然理论

2.1.1 非参极大似然

对一个随机变量 X ∈ R，其分布函数定义为 F (x) = P (X ≤ x)，其中 −∞ <

x < ∞。我们用 F (x−)来表示 P (X < x)，因此 P (X = x) = F (x)− F (x−)。下面

我们给出经验分布函数和其非参似然函数的定义。

定义 2.1：令 X1, ..., Xn ∈ R，X1, ..., Xn的经验分布函数为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I(xi < x),−∞ < x <∞。

定义 2.2：若 X1, ..., Xn ∈ R独立且有共同的分布函数 F0，若 F 为任意一个分布函

数，则其非参似然函数定义为：

L(F ) =
n∏
i=1

(F (Xi)− F (Xi−)) =
n∏
i=1

pi。

定理 2.1证明了经验分布函数 Fn可以使得非参似然函数 L(F )达到最大，因此

Fn是 F 的非参极大似然估计。

定理 2.1：若X1, ..., Xn ∈ R为独立的随机变量，有共同的分布函数 F0，记 Fn为其

经验分布函数，F 为任意一个分布函数，若 F ̸= Fn,则有 L(F ) < L(Fn)。

记参数 θ = T (F )，其真值为 θ0 = T (F0)，这里 T 是分布的实值函数。θ的非参

极大似然估计为 θ̂ = T (Fn)。比如，若 θ为均值，则 θ0的非参极大似然估计为 Fn的

均值，即 X = (1/n)
∑n

i=1Xi。

2.1.2 经验似然检验

类似参数似然比方法，我们可以对分布 F 定义如下非参似然比函数:

R(F ) =
L(F )

L(Fn)
,

其中Fn、L(F )如定义 2.1-2.2中定义，通过简单的计算我们可以得出R(F ) =
∏n

i=1 npi。

则参数 θ的似然比函数可以定义为：

R(θ) = sup{R(F )|T (F ) = θ, F ∈ F},
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F 为 F 所属的分布的集合。一般情况下，我们取F 为 R上所有分布的集合或者某
些分布的集合。经验似然假设检验在 R(θ) < r0 时拒绝原假设 H0 : T (F0) = θ0，r0

为某个阈值，相应的经验似然置信区间有如下的形式:

{θ|R(θ) ≥ r0}。

2.1.3 均值的经验似然检验

若我们对分布 F 的均值 µ感兴趣，则均值的经验似然比函数可以写为

R(µ) = sup{
n∏
i=1

(npi)|pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piXi = µ}。

Owen (1988)指出，若 µ在X1, ..., Xn的凸包内，则上式的右侧存在唯一解。R(µ)的

精确表达式可以由拉格朗日乘子方法得到: 当

pi = pi(µ) =
1

n(1 + λ(Xi − µ))

时，
∏n

i=1(npi)在约束 pi ≥ 0、
∑n

i=1 pi = 1和
∑n

i=1 piXi = µ下达到最大值。这里

λ = λ(µ)为拉格朗日乘子,且为下式的解：
n∑
i=1

Xi − µ

1 + λ(Xi − µ)
= 0。

因为 Fn可以使
∏n

i=1 pi达到最大 (定理 2.1)，因此 R(µ)在 µ̂ = X 时达到最大，且

R(µ) =
n∏
i=1

1

1 + λ(Xi − µ)
。

经验似然比统计量则为W (µ) = −2 logR(µ),即

W (µ) = 2
n∑
i=1

log(1 + λ(Xi − µ))。

类似参数似然比方法中的Wilks定理，Owen (1988)给出了如下的经验似然定理
（ELT）。

定理 2.2：若 X1, ..., Xn ∈ R为独立的随机变量且有共同的分布 F0，令 µ0 = E(Xi),
假设 0 < Var(Xi) <∞，当 n→ ∞时，则有 −2 log(R(µ0))依分布收敛到 χ2

1，χ
2
1表

示自由度为 1的卡方分布。

根据定理 2.2，当 −2 log(R(µ0)) > χ2
1,α时，我们在显著性水平 α上拒绝原假设，

χ2
1,α为自由度为 1的卡方分布的 α分位数。

8



浙江大学博士学位论文 预备知识

Owen (1988)给出了经验似然检验的覆盖精确度，即当 n→ ∞时,

P (−2 log(R(µ0)) ≤ χ2
1,1−α)− (1− α) → 0。

经验似然检验的 power可以通过R在非参极大似然估计X上的曲率来评估。对

于大样本来说,当 µ接近 X 时，−2 log(R(µ)) =
n(µ−X)

2σ2
0

，其中 σ2
0 = Var(Xi)。曲

率（的绝对值）越大，在给定置信水平上的置信区间就越短，power就越大。Owen
(2001)中给出：

−2 log(R(µ0 +
τσ0√
n
)
d−→ χ2

1(τ
2),

这里 τ 2为非中心参数，这表明经验似然检验有和参数似然检验类似的 power。

2.1.4 基于估计方程的经验似然检验

Qin and Lawless (1994)将经典的经验似然结果扩展到基于估计方程来构造经验
似然比。给定一个随机变量 X ∈ Rd、参数 θ ∈ Rp和向量值的函数m(X, θ) ∈ Rs且

E(m(X, θ)) = 0,

其中 s ≥ p，一般情况下，真值 θ0可以通过解估计方程：

1

n

n∑
i=0

m(Xi, θ̂) = 0

来估计。类似 Owen (1988, 1990)，我们可以定义经验似然比函数为：

R(µ) = sup{
n∏
i=1

(npi)|pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pim(Xi, θ) = 0},

其相应的 ELT有

定理 2.3：若 X1, ..., Xn ∈ Rd 为独立的随机变量且有共同的分布 F0，对于 θ ∈ Θ ⊆
Rp, X ∈ Rd 和 m(X, θ) ∈ Rs,令 θ0 ∈ Θ使得 Var(m(Xi, θ0))有限且秩 q 满足 q > 0。

若 θ0满足 E(m(X, θ0)) = 0，则当 n→ ∞时，−2 log(R(θ0))
d−→ χ2

q，χ
2
q 表示自由度

为 q的卡方分布。

2.1.5 Profile经验似然检验

很多时候，我们会面对估计方程个数比参数个数更多的情形，即我们有 p+ q个

估计等式和 q个未知参数，我们可以选择只关注 q个估计等式而忽略其余 p个，此

方法我们称之为 profile经验似然检验。
Qin and Lawless (1994)给出了 profile经验似然检验的 ELT，更多关于 profile经

验似然的内容可以参考 Owen (2001)的第 3.10章。
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定理 2.4：令 Xi ∈ Rd为 i.i.d.的随机向量，假设 θ0 ∈ Rp由 E(m(X, θ)) = 0唯一确

定，此处m(X, θ) ∈ Rp+q, q ≥ 0。记 θ̃ = argmax
θ
R(µ),其中

R(µ) = sup{
n∏
i=1

(npi)|pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pim(Xi, θ) = 0}。

假设存在 θ0的邻域 Θ和函数M(x)，其中 E(M(X)) <∞，使得下列成立:

(a) E(
∂m(X, θ0)

∂θ
)秩为 p,

(b) E(m(X, θ0)m(X, θ′0))正定,

(c)
∂m(x, θ)

∂θ
对 θ ∈ Θ连续,

(d)
∂2m(x, θ)

∂θ∂θ′
对 θ ∈ Θ连续,

(e) ∥m(x, θ)∥3 ≤M(x)对 θ ∈ Θ成立,

(f)
∥∥∥∥∂m(x, θ)

∂θ

∥∥∥∥ ≤M(x)对 θ ∈ Θ成立,

(g)
∥∥∥∥∂2m(x, θ)

∂θ∂θ′

∥∥∥∥ ≤M(x)对 θ ∈ Θ成立。

则当 n→ ∞时，

−2 log(R(θ0)/R(θ̃))
d−→ χ2

p,

且

−2 log(R(θ̃)) d−→ χ2
q。

2.1.6 经验似然检验在时间序列上的应用

当经验似然检验应用于时间序列中时，我们一般基于条件似然来生成估计方程，

在一些宽松的条件下，利用对偶似然（dual likelihood）方法来进行统计推断。
由Mykland (1995)所提出的对偶似然方法将拉格朗日乘子 λ作为参数。对每个

固定参数值 θ,对 θ 的检验相当于对 λ = 0的检验。当数据为 i.i.d.时，对偶似然和
经验似然是一致的。在一些宽松的条件下，对偶似然统计量也依分布收敛于卡方分

布。更多关于对偶似然及其在时间序列中的应用可以参考 Owen (2001)的第 8章。
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2.2 重尾理论

2.2.1 Stable分布

定义 2.3：分布函数 F 是 stable分布，如果对任意 a1, a2 > 0和任意 b1, b2，存在常

数 a > 0和 b使得

F (ax + b1)F (a2x+ b2) = F (ax+ b)。 (2.1)

若取 b1 = b2 = 0，则 F 的特征函数 f 有如下的形式：

f(t/a1)f(t/a2) = f(t/a)e−ibt。

Stable分布在重尾理论中起着非常重要的作用。比如，若X1, ..., Xn为强混合平稳序

列，Bn和 An为常数序列，在一定的宽松条件下，

Zn =
X1 + ...+Xn

Bn

− An (2.2)

往往都依分布收敛于一个 stable分布，参考 Ibragimov and Linnik (1971)的定理 18.1.1。
为了引入 stable分布的相关性质，我们首先给出缓变函数的定义。缓变函数是

一类规则变化函数，后者对于处理重尾和吸引域来说不可或缺。粗略地说，规则变

化函数是那些渐近表现类似幂函数的函数。我们给出如下定义：

定义 2.4：可测函数 U : R0 → R0 在∞是以指标 ρ规则变化的 (记为 U ∈ RVρ),若
对任意 x > 0:

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xρ。

我们称 ρ为变化指数。

若 ρ = 0,我们称 U 为缓变函数。

Ibragimov and Linnik (1971)在第 2章中给出了如下结果：

定理 2.5：对于 i.i.d.分布的随机变量序列 Xi, i = 1, ..., n,记如 (2.2)中定义的 Zn 分

布的弱极限为分布函数 F。F 为 stable分布的充分必要条件为：
除非 F 是退化分布，(2.2)中的常数 Bn有形式 Bn = n1/αh(n)，其中 0 < α ⩽ 2，

h(n)为一个缓变函数。

下面我们给出 stable分布的指数的定义。

11
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定理 2.6：分布 F 是 stable分布的充分必要条件是它的特征函数有以下形式：

log f(t) = iγt− c|t|α
(
1− iβ

t

|t|
ω(t, α)

)
,

其中 α, β, γ, c为常数 (C ≥ 0, 0 < α ⩽ 2, |β| ⩽ 1)并且

ω(t, α) = tan(
1

2
πα), α ̸= 1,

= 2π−1 log |t|, α = 1。

我们称 α为 stable分布 F 的指数,也就是我们通常所说的尾指数。Ibragimov and
Linnik (1971)给出了如下结果：
若 X1, ..., Xn 为 i.i.d. 的随机变量，并且使得 Zn 收敛到指数为 α 的 stable law，

则 Bn = n1/αh(n),其中 h(n)为一个缓变函数。

2.2.2 吸引域

若 X1, ..., Xn为独立随机变量序列，有相同的分布函数 F (x)。定义

Sn = X1 +X2 + ...+Xn, (2.3)

再令 G(x)为一个非退化的分布。我们称 F (x)在 G(x)的吸引域内，当且仅当存在

常数 an > 0和 bn，使得
Sn
an

− nbn的分布收敛到 G(x)。更多关于吸引域的内容可以

参见 Feller (1971)的第 XVII章。
对于 stable law的吸引域，我们有以下性质：

定理 2.7：一个分布 F (x)属于指数为 α (0 < α < 2)的 stable law吸引域的充分必要
条件为：当 |x| → ∞时，

F (x) =
c1 + o(1)

(−x)α
h(−x), x < 0,

F (x) = 1− c2 + o(1)

xα
h(x), x > 0,

其中函数 h(x)为一个缓变函数，c1, c2为常数，c1, c2 ⩾ 0, c1 + c2 > 0且和 stable law
等式 (2.1)有关。

对于在指数为 α (0 < α < 2)的 stable law吸引域内的分布函数，其矩有以下性
质：

定理 2.8：若分布 F (x)属于指数为 α (0 < α < 2)的 stable law吸引域，则对任意 δ

(0 ⩽ δ < α), ∫ ∞

−∞
|x|δdF (x) <∞,

12



浙江大学博士学位论文 预备知识

即分布 F 的 δ阶矩存在。任意 δ > α阶矩都不存在。

2.2.3 Hill估计量

接下来，我们简单介绍一下经典的尾指数估计量：Hill估计量。为了简便性，我
们假设观测量 X1, ..., Xn非负。对于 1 ⩽ i ⩽ n,我们记 X1, ..., Xn的第 i个最大值为

X(i),即

X(1) ⩾ X(2) ⩾ ... ⩾ X(n)。

Hill估计量基于前 k个次序统计量来估计 1/α:

Hk,n =
1

k

k∑
i=1

log
X(i)

X(k+1)

。

De Haan and Ferreira (2006)证明了如下的渐近性质：

定理 2.9：假设 X1, ..., Xn为独立随机变量序列，有相同的分布函数 F (x)。若 F (x)

属于指数为 γ = 1/α的极值分布 G(x)的吸引域，则当 n → ∞，k = k(n) → ∞且
k/n→ 0时，

Hk,n
p−→ 1/α。

注 2.1：定理 2.9中，指数为 γ = 1/α的极值分布 G(x)定义为

G(x) = exp
{
− (1 + γ(

x− µ

σ
))−1/γ

}
,

其中 µ ∈ R为位置参数，σ > 0为尺度参数。Stable分布是此分布的一种特殊情况。
更多关于极值分布的内容可以参考 De Haan and Ferreira (2006)。

关于相依随机变量的Hill估计量的一致性，可以参考 Resnick and Starica (1995)、
Rootzen et al. (1990)和 Resnick and Starica (1997)等。

13
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3 ARMA-GARCH模型误差零均值的经验似然检验

3.1 引言

本章我们考虑如下标准 ARMA-GARCH模型：{
yt = φ+

∑p
i=1 ϕiyt−i +

∑q
j=1 ψjεt−j + εt, εt = ηt

√
ht,

ht = α0 +
∑r

i=1 αiε
2
t−i +

∑s
j=1 βjht−j,

(3.1)

这里 α0 > 0, αi ≥ 0 (i = 1, ..., r), βj ≥ 0 (j = 1, ..., s)。对模型 (3.1) 来说，经典
的估计方法 QMLE在 Eε4t < ∞和 Eη4t < ∞时收敛到正态分布，但在实际中，此
假设经常不成立，模型 (3.1)中误差经常存在重尾的现象。因此，在本章节，我们考
虑 Eη2t < ∞但 Eη4t 可能不存在的情况。在此情况下，Zhu and Ling (2011)提出的
SWQMELE方法经常被用来拟合 ARMA-GARCH模型，通过假设 E|ηt| = 1和 ηt的

中位数为 0，而不是 QMLE中常用的 Eη2t = 1，无论 Eη4t = ∞还是 Eη4t < ∞，都
能确保估计量收敛到正态分布。

正如第 1章中所介绍，当 SWQMELE的假设不满足时，为了使得模型 (3.1)满足
假设，我们需要对模型做一些变换。若 ηt的中位数不为 0，此时涉及到的复杂的位
移变换会使得变换后 ARMA-GARCH结构不再成立。因此，当应用 SWQMELE来
拟合重尾情况下的 ARMA-GARCH模型时，检验其假设是否满足具有重要意义。

此外，在研究美国各州房价指数的波动性时，Zimmer (2012, 2015)曾用 QMLE
对房价指数拟合 AR-GARCH模型。然而，Huang et al. (2019)使用 Hill估计（Hill
(1975)）证实了 Eη4t 和 Eε4t 都可能不存在，在接下来应用 SWQMELE进行拟合时也
发现 ηt的均值和中位数的估计均接近于 0。此现象也促使了我们在本章提出，在使
用 SWQMELE拟合 ARMA-GARCH模型时利用经验似然方法来检验 Eηt = 0。

本章的结构如下。第 3.2 节介绍了经验似然检验及其渐近结果。第 3.3 节和第
3.4节分别介绍了模拟研究和对美国房价指数及几个金融收益率序列的实证分析。第
3.5节给出了我们的结论。证明和理论细节均在第 3.6节中。

3.2 方法和理论结果

考虑ARMA(p, q)-GARCH(r, s)模型 (3.1)，令 θ = (γ ′, δ′)′表示未知参数，其真值

为 θ0，其中γ = (φ, ϕ1, ..., ϕp, ψ1, ..., ψq)
′，δ = (α0, α1, ..., αr, β1, ..., βs)

′。令Θ = Θγ×Θδ

表示参数空间，其中 Θγ ⊂ Rp+q+1，Θδ ⊂ Rr+s+1
0 ，R = (−∞,∞)且 R0 = [0,∞)。

14
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给定观测值 {yn, ..., y1}和初值 {y0, y−1, ...}，我们把模型 (3.1)写成参数形式： εt(γ) = yt − φ−
∑p

i=1 ϕiyt−i −
∑q

j=1 ψjεt−j(γ), ηt(θ) =
εt(γ)√
ht(θ)

,

ht(θ) = α0 +
∑r

i=1 αiε
2
t−i(γ) +

∑s
j=1 βjht−j(θ)。

(3.2)

记 ηt(θ0) = ηt，εt(γ0) = εt，ht(θ0) = ht，再记 ϕ(z) = 1 −
∑p

i=1 ϕiz
i，ψ(z) =

1 +
∑q

i=1 ψiz
i，α(z) =

∑r
i=1 αiz

i 和 β(z) = 1 −
∑s

i=1 βiz
i。类似 Ling (2007)和 Zhu

and Ling (2011),我们对 i ≤ 0取 yi = 0，并且做出以下假设：

假设 3.1：假设 Θγ 和 Θδ 是紧的, 且 θ0 是 Θ 的一个内点。对任意一个 θ ∈ Θ, 当
|z| ≤ 1时，ϕ(z) ̸= 0；ϕ(z)和 ψ(z)无共同的根且 ϕp ̸= 0或 ψq ̸= 0。

假设 3.2：对任意一个 θ ∈ Θ, α(z) 和 β(z) 无共同根, α(1) ̸= 1, αr + βs ̸= 0, 且∑s
i=1 βi < 1。

假设 3.3：{ηt}是 i.i.d.的随机变量。

假设 3.4：对任意 ρ ∈ (0, 1), E[(wt + w2
t )ξ

4
ρ,t−1] <∞,其中 ξρ,t = 1 +

∑∞
i=0 ρ

i|yt−i|。

假设 3.5：ηt 的中位数为 0,且 E|ηt| = 1, Eη2t < ∞,其有一个连续的密度函数 g(x)，

满足 g(0) > 0和 supx∈R g(x) <∞。

假设 3.6：E|εt|ι <∞对某个 ι > 0成立。

假设 3.1保证了模型 (3.2)的 ARMA部分的平稳性、可逆性和可识别性，在此
条件下有

ψ−1(z) =
∞∑
i=0

aψ(i)z
i 和 ϕ(z)ψ−1(z) =

∞∑
i=0

aγ(i)z
i,

其中 supΘγ
aψ(i) = O(ρi)和 supΘγ

aγ(i) = O(ρi)对某个 0 < ρ < 1成立。

假设 3.2是模型 (3.2)的 GARCH部分的可识别条件。在此条件下，我们有

β−1(z) =
∞∑
i=0

aβ(i)z
i 和 α(z)β−1(z) =

∞∑
i=1

aδ(i)z
i,

这里 supΘδ
aβ(i) = O(ρi)和 supΘδ

aδ(i) = O(ρi)对某个 0 < ρ < 1成立，参考 Ling
(1999)的引理 2.1。假设 3.6保证了 {εt}的平稳性。
假设 3.4中的权重 wt在 Zhu and Ling (2011)中被用来减少 εt的矩条件。Zhu and

Ling (2011)和 Pan et al. (2007)给出了推荐的权重选择，我们将其用在了下文即将介
绍的模拟研究和实证分析中。
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假设 3.5保证了即使 ηt的四阶矩不存在，SWQMELE也能渐近收敛于正态分布。
更加确切地说，我们临时假设 ηt服从标准指数分布，通过最小化如下的加权负似然

函数来得到 SWQMELE:

Lsn(θ) =
1

n

n∑
t=1

wtlt(θ), 其中lt(θ) = log
√
ht(θ) +

|εt(γ)|√
ht(θ)

。

正如引言中所说，如果对模型进行复杂的位移变换来满足 SWQMELE的假设条
件，可能会使得 ARMA-GARCH结构不再成立，尤其是对偏斜数据有很大的影响。
因此，我们需要在假设 3.1-3.6下进行如下检验：

H0 : Eηt = 0 v.s. H1 : Eηt ̸= 0。 (3.3)

当我们接受原假设时，ARMA-GARCH的结构仍然成立。
为了得到经验似然检验统计量，我们根据 Qin and Lawless (1994)中的想法来得

到估计方程，即：

∂lt(θ)

∂θ
=

1

2ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ
+

1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ
sgn(ηt(θ))−

|εt(γ)|
2
√
ht(θ)

1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ

=
1

2ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ
(1− |ηt(θ)|) +

1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ
sgn(ηt(θ)),

这里 sgn 表示符号函数。记 Dt,1(θ) = wt
∂lt(θ)

∂θ
, Dt,2(θ, µ) = wt(ηt(θ) − µ), 其中

µ = µ(θ) = Eηt(θ)且真值为 µ0,通过解以下的估计方程可以同时估计 θ和 µ：

n∑
t=1

Dt,1(θ) = 0 和
n∑
t=1

Dt,2(θ, µ) = 0。

相应的经验似然函数就可以定义为：

L(θ, µ) = sup{
n∏
t=1

(npt) : p1 ≥ 0, ..., pn ≥ 0,
n∑
t=1

pt = 1,
n∑
t=1

ptDt(θ, µ) = 0},

其中Dt(θ, µ) =
(
D′

t,1(θ), Dt,2(θ, µ)
)′
。用拉格朗日乘子方法，我们有对数似然函数：

l(θ, µ) = −2 log(L(θ, µ)) = 2
n∑
t=1

log{1 + λ′Dt(θ, µ)}, (3.4)

其中 λ = λ(θ, µ)满足
n∑
t=1

Dt(θ, µ)

1 + λ′Dt(θ, µ)
= 0。

因为只对 µ感兴趣，我们采用 profile经验似然比 lp(µ) = min
θ∈Θ

l(θ, µ)。接下来的定理

证明了我们所提出的经验似然检验具有Wilks定理。
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定理 3.1：若模型 (3.1)满足假设 3.1-3.6，在 H0 : Eηt = 0下，当 n → ∞时，lp(0)
依分布收敛到自由度为 1的卡方分布。

基于上述的定理 3.1，当 lp(0) > χ2
1,a 时，我们在置信水平 1 − a 下拒绝 H0 :

Eηt = 0，这里 χ2
1,a表示自由度为 1的卡方分布的 a分位数。

接下来的定理给出了我们提出的检验的 power。

定理 3.2：若模型 (3.1)满足假设 3.1-3.6，如果 µ0 = M/
√
n对于某个常数M 成立，

则当 n → ∞时，lp(0)依分布收敛到一个自由度为 1的非中心卡方分布，非中心参
数为M2(Ewt)

2。

3.3 模拟研究

这节我们用模拟研究来验证，在 3.2节中我们提出的经验似然检验在有限样本
下具有良好的数值效果。我们的数据由 AR(1)-GARCH(1,1)模型生成：

yt = φ+ ϕ1yt−1 + εt, εt = ηt
√
ht, ht = α0 + α1ε

2
t−1 + β1ht−1。

这里，我们取 θ0 = (0.0797,−0.0465, 0.0347, 0.1572, 0.8057), n = 200、500、1000、

2500和 5000,权重 wt选为

wt =

(
max

{
1,

1

C

∞∑
k=1

1

k9
|yt−k|I{|yt−k| > C}

})−4

, (3.5)

其中 C 是 {|yt|}nt=1 的 95%或 90%分位数，这也和 Ling (2007)和 Pan et al. (2007)
推荐的当 E|εt| <∞时选取的权重一样。为了在显著性水平 10%和 5%上计算我们
所提出的经验似然检验的 size，我们考虑 ηt = η̃t/E|η̃t|，其中 η̃t ∼ Laplace (0, 1)或
η̃t ∼ N (0, 1)。在这两种情况下 ηt是对称的，所以具有零均值和零中位数。表 3.1给
出了基于 10000次重复所计算出的 size。我们观察到：

• 经验似然检验的 size对两种 C 的选择都很稳定，

• 在正态分布情况下 size的精确度不如在 Laplace分布情况下 size的精确度，

• 样本量越大，size的精确度越高。
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表 3.1 H0 : Eηt = 0下 profile经验似然检验的 size，这里 (3.5)里的 C选为 {|yt|}nt=1的 95%分
位数 (左边)和 90%分位数 (右边)

n 5% 10% 5% 10% 5% 10% 5% 10%
Laplace Laplace Normal Normal Laplace Laplace Normal Normal

200 0.0644 0.1181 0.0419 0.0797 0.0644 0.1160 0.0418 0.0801
500 0.0418 0.0843 0.0320 0.0654 0.0431 0.0849 0.0306 0.0683
1000 0.0455 0.0900 0.0328 0.0766 0.0458 0.0915 0.0333 0.0750
2500 0.0425 0.0879 0.0387 0.0803 0.0419 0.0856 0.0392 0.0811
5000 0.0456 0.0946 0.0436 0.0939 0.0455 0.0941 0.0418 0.0914

接下来，我们验证了所提出的经验似然检验在显著性水平 10%和 5%上的 power。
我们考虑了标准的 Beta (1.2, 1)分布和 Beta (2, 2.7)分布，即 E|ηt| = 1且中位数为

0。通过从上述两个 Beta分布里重复生成 100,000次随机样本，我们发现 Beta (1.2,
1)分布的均值在−0.0659周围波动，Beta (2, 2.7)分布的均值在 0.0660周围波动，即

原假设H0不成立。表 3.2给出了我们提出的检验在这两种 Beta分布下的 power，从
中可以看出：

• 我们的经验似然检验具有很大的 power，

• power随着样本量的增大而提高，

• power对于两种 C 的选择很稳定，

• Beta (2, 2.7)分布的 power大于 Beta (1.2, 1)，因为前者偏离原假设更远。

表 3.2 对 H0 : Eηt = 0的 profile经验似然检验的 power，这里 (3.5)里的 C 选为 {|yt|}nt=1 的

95%分位数 (左边)和 90%分位数 (右边)
n 5% 10% 5% 10% 5% 10% 5% L10%

Beta(1.2,1) Beta(1.2,1) Beta(2,2.7) Beta(2,2.7) Beta(1.2,1) Beta(1.2,1) Beta(2,2.7) Beta(2,2.7)
200 0.1249 0.1914 0.0977 0.1657 0.1192 0.1851 0.0986 0.1660
500 0.1746 0.2712 0.1783 0.2846 0.1687 0.2674 0.1755 0.2734
1000 0.3364 0.4705 0.3830 0.5090 0.3247 0.4584 0.3678 0.5030
2500 0.7408 0.8347 0.8083 0.8857 0.7274 0.8243 0.7974 0.8776

综上所述，我们提出的经验似然检验有精确的 size和良好的 power，并且对 C

的选择表现稳定。

3.4 实证分析

3.4.1 美国房价指数

本节将提出的经验似然检验应用于 1975年至 2018年美国加利福尼亚州（CA）、
佛罗里达州（FL）、内华达州（NV）和亚利桑那州（ZA）的州级房价指数（HPI）的
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季度百分比变化序列，这些指数是由美国联邦住房金融局估计和公布的，每个州的

观测值总数均为 176。为了研究住房市场的联动性和相关性，用 AR-GARCH模型来
拟合是个不错的选择。最近，Huang et al. (2019)对这些序列应用了 SWQMELE，发
现 AR(3)-GARCH(1,1)模型可以很好地拟合这四个序列。他们用了经典的 Hill尾指
数估计方法（Hill (1975)）估计了 ηt 和 εt 的尾指数后发现，Eη

4
t < ∞和 Eε4t < ∞

的假设均不成立，参考表 3.3中的估计结果。虽然 ηt 的均值和中位数的估计均接近

于 0（见表 3.4），但 Huang et al. (2019)并没有正式地检验 H0 : Eηt = 0是否成立。

在这里，我们应用了本章中的 profile经验似然检验，对加利福尼亚州、佛罗里达州、
内华达州和亚利桑那州分别给出了 0.267、0.480、0.637和 0.830的 p值，见表 3.4。
因此，我们不能拒绝原假设 H0 : Eηt = 0，即拟合的 AR(3)-GARCH(1,1)模型仍然
成立，且 Huang et al. (2019)中用 copula和 SWQMELE来研究房价指数的联动性在
方法上没有问题。

表 3.3 对美国房价指数（HPI）拟合 AR(3)-GARCH(1,1)模型的 SWQMELE

State φ̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 ω̂ α̂1 β̂1

CA 0.3067 0.7274 -0.0069 0.1220 0.3327 0.3305 0.1252
FL 0.2662 0.5008 0.0344 0.3174 0.0666 0.1380 0.6706
NV 0.2703 0.4475 0.0094 0.3231 0.0821 0.2810 0.5647
AZ 0.4155 0.3253 0.1169 0.2565 0.0333 0.3037 0.5810

表 3.4 美国房价指数（HPI）的 profile经验似然检验

State η̂t均值 η̂t中位数 |η̂t|均值 l̂p(µ0) p值

CA -0.0944 -0.0068 1.0161 1.2332 0.267
FL -0.0661 -0.0217 0.9888 0.4995 0.480
NV 0.0245 -0.0230 0.9951 0.2231 0.637
AZ 0.0028 -0.0454 0.9863 0.0459 0.830

3.4.2 金融收益率序列

这节我们研究了 S&P500和Microsoft Stock (MSFT)从 2009年 8月 3日到 2019
年 7月 29日的每日收盘价，每个序列均有 2514个观测值。图 3.1和 3.2分别给出了
收盘价和对数收益率的曲线。
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图 3.1 2009年 8月 3日到 2019年 7月 29日 S&P50和 Microsoft Stock (MSFT)每日收盘价的
时间序列图

图 3.2 2009年 8月 3日到 2019年 7月 29日 S&P50和 Microsoft Stock (MSFT)每日收盘价的
对数收益率 (×100)

20



浙江大学博士学位论文 ARMA-GARCH模型误差零均值的经验似然检验

我们对 100× (log pt− log pt−1)（pt为收盘价）的序列拟合ARMA-GARCH模型。
我们先用 R软件包 “forecast”里的函数 “auto.arima”和赤池信息量准则（AIC）来选
择 ARMA部分的阶数。最终，我们用 ARMA(2,2)-GARCH(1,1)模型来拟合 S&P500
的对数收益率，用 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)来拟合MSFT的对数收益率。其次，我
们用 R 软件包里的 “fGarch” 函数和 QMLE 方法来拟合模型：对 S&P500 拟合的
ARMA(2,2)-GARCH(1,1)模型为

yt = 0.0054− 0.0287yt−1 + 0.9469yt−2 + 0.0052εt−1 − 0.9784εt−2 + εt,

(0.0015) (0.0118) (0.0115) (0.0071) (0.0072)

εt = ηt
√
ht, ht = 0.0345 + 0.1588ε2t−1 + 0.8042ht−1,

(0.0084) (0.0244) (0.0247)

对MSFT拟合的 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型为
yt = 0.0217 + 0.7716yt−1 − 0.8083εt−1 + εt,

(0.0105) (0.0974) (0.0952)

εt = ηt
√
ht, ht = 0.3391 + 0.1206ε2t−1 + 0.7216ht−1.

(0.1353) (0.0372) (0.0846)

这里，括号里的数字表示标准误差。

图 3.3给出了拟合的 ηt 和 |ηt|的自相关函数，证实了上述拟合的模型对两个对
数收益率都是合理的。我们用 R软件包 “evmix”画出了拟合的 ηt 的 Hill估计和其
90%置信区间，见图 3.4，这表明 S&P500的 QMLE可能有正态极限，但MSFT不
一定有。接下来，我们检验了 SWQMELE是否适用。

应用 SWQMELE后我们发现，对 S&P500和MSFT来说，ηt的均值分别是-0.0201
和 0.0029，ηt的中位数分别是 0.0335和-0.0083，|ηt|的均值分别是 1.0048和 1.0014。
我们所提出的 profile经验似然检验对 S&P500和MSFT分别给出了 l̂p(0) = 16.1283

和 0.6071，对应的 p值分别为 5.919 × 10−5 和 0.436。因此，尽管估计的 ηt 的均值

和中位数都很接近 0，原假设 H0 : Eηt = 0对于 S&P 500来说是不成立的，但对于
MSFT来说是成立的。以上表明，MSFT的对数收益率具有重尾的特性，且均值和
中位数均为 0，因此应用 SWQMELE是合理的。反之，我们的检验表明 S&P500的
对数收益率不满足零均值和零中位数的假设，如果对其应用 SWQMELE，得出的模
型将不再具有 ARMA-GARCH结构。此外，由 Hill估计量可以看出此序列不存在重
尾效应，所以用 QMLE来进行拟合可能是个更好的选择。

综上所述，在实际中应用 SWQMELE时，检验 ARMA-GARCH模型的误差是
否有零均值和零中位数很有必要。
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图 3.3 对 S&P 500和MSFT拟合的 ηt和 |ηt|的自协方差函数图

图 3.4 对 S&P 500和MSFT拟合的 ηt的 Hill估计量和其 90%置信区间（黑色虚线）
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3.5 结论

在对 ARMA-GARCH模型进行统计推断时，一般经常使用的 QMLE方法，需
要误差和序列本身的四阶矩存在来确保估计量收敛到正态极限。SWQMELE 显著
地减少了矩条件，但要求误差具有零中位数而不是原始 ARMA-GARCH 模型中要
求的零均值，而为了确保零中位数成立而进行的变换可能会破坏ARMA-GARCH结
构。本章提出了一种有效的 profile经验似然方法来检验使用 SWQMELE时，ARMA-
GARCH模型中的误差是否有零均值。实证研究表明，SWQMELE不适用于 S&P500
对数收益率，但对美国住房价格指数和MFST对数收益率来说仍然是一个合适的估
计方法。

3.6 定理 3.1和 3.2的证明

首先，我们给出一些引理，引理 3.2-3.3的证明将在本文末的附录中给出。我们
用 µ0表示 µ = Eηt的真值，其在原假设 H0 : Eηt = 0下为 0。

引理 3.1：在定理 3.1的条件下，存在常数 ρ ∈ (0, 1), C > 0和 θ0 的邻域 Θ0，使得

对任意常数 ι1 ∈ (0, 1)，我们有：

(a) sup
Θ0

|εt(γ)| ≤ Cξρt−1,

(b) sup
Θ0

∥∥∥∥∂εt(γ)∂γ

∥∥∥∥ ≤ Cξρt−1,

(c) sup
Θ0

∥∥∥∥∂2εt(γ)∂γ∂γ ′

∥∥∥∥ ≤ Cξρt−1,

(d) sup
Θ0

∣∣∣∣ ∂3εt(γ)

∂γi∂γj∂γj

∣∣∣∣ ≤ Cξρt−1，其中 i, j, k = 1, ..., p+ q + 1,

(e) 1 ≤ sup
Θ0

ht(θ)

α0

≤ Cξ2ρt−1，其中 α0 = inf
Θ0

α0,

(f) sup
Θ0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥ ≤ Cξι1ρt−1,

(g) sup
Θ0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂2ht(θ)

∂δ∂δ′

∥∥∥∥ ≤ Cξι1ρt−1,

(h) sup
Θ0

∣∣∣∣ 1

ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂δj∂δk

∣∣∣∣ ≤ Cξι1ρt−1，其中 i, j, k = 1, ..., r + s+ 1,

(i) sup
Θ0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥ ≤ Cξρt−1,

(j) sup
Θ0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂2ht(θ)

∂γ∂γ ′

∥∥∥∥ ≤ Cξρt−1,

(k) sup
Θ0

∣∣∣∣ 1√
ht(θ)

∂3ht(θ)

∂γi∂γj∂γk

∣∣∣∣ ≤ Cξρt−1，其中 i, j, k = 1, ..., p+ q + 1,
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(l) sup
Θ0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂2ht(θ)

∂δ∂γ ′

∥∥∥∥ ≤ Cξρt−1,

(m) sup
Θ0

∣∣∣∣ 1√
ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂δj∂γk

∣∣∣∣ ≤ Cξρt−1，其中 i, j = 1, ..., p+ q + 1, k = 1, ..., r +

s+ 1,
(n) sup

Θ0

∣∣∣∣ 1√
ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂γj∂γk

∣∣∣∣ ≤ Cξρt−1，其中 i = 1, ..., p+q+1, j, k = 1, ..., r+s+1。

证明：参考 Ling (2007)或 Chan and Ling (2006)。

引理 3.2：在引理 3.1的条件下，我们有
(a) E sup

Θ0

||Dt(θ, µ0)||2 <∞,

(b) E sup
Θ0

||Pt(θ, µ0)|| <∞,其中 Pt =
∂Dt(θ, µ0)

∂ω′ 和 ω = (θ′, µ)′。

证明：由于该引理证明较长，其证明详见本文末的附录。

引理 3.3：令 V0 =
{
θ : ∥θ − θ0∥ ≤ M√

n

}
，其中常数M > 0。在引理 3.1的条件下，

我们有

(a) max
1≤t≤n

sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ = op(n),

(b) max
1≤t≤n

sup
V0

∥Dt(θ, µ0)∥ = op(
√
n),

(c)
1

n

n∑
t=1

Pt(θ, µ0) = Ψ+ op(1)对所有的 θ ∈ V0一致成立,

(d)
1

n

n∑
t=1

[Dt(θ, µ0)D
′
t(θ, µ0)] = Ω+ op(1)对所有的 θ ∈ V0一致成立,

其中Ψ =


1

4
E{ wt

h2t (θ0)

∂ht(θ0)

∂θ

∂ht(θ0)

∂θ′ } 0

E{ wt√
ht(θ0)

∂εt(γ0)

∂θ′ } −Ewt

, Ω =

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

Ω11 = E{ w2
t

ht(θ0)

∂εt(γ0)

∂θ

∂εt(γ0)

∂θ′ }+ Eη2t − 1

4
E{ w2

t

h2(θ0)

∂ht(θ0)

∂θ

∂ht(θ0)

∂θ′ },

Ω12 = −E(η
2
t sgn(ηt))
2

E{ w2
t

ht(θ0)

∂ht(θ0)

∂θ
},

Ω21 = −E(η
2
t sgn(ηt))
2

E{ w2
t

ht(θ0)

∂ht(θ0)

∂θ′ }, Ω22 = E(w2
t η

2
t )。

证明：由于该引理证明较长，其证明详见本文末的附录。
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引理 3.4：在引理 3.1的条件下，我们有

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0)
d−→ N(0,Ω),

其中 Ω如引理 3.3中定义。

证明：因为 Ft是由 {ym,m ≤ t}生成的 σ域，我们有

E(Dt,1(θ0)|Ft−1) = E

(
wt

2ht(θ0)

∂ht(θ0)

∂θ
(1− |ηt(θ0)|)

+
wt√
ht(θ0)

∂εt(γ0)

∂θ
sgn(ηt(θ0))

∣∣∣∣Ft−1

)
= 0, 且

E(Dt,2(θ0, µ0)|Ft−1) = E(wtηt|Ft−1) = wtEηt = 0。

因此，Dt(θ0, µ0)是一个鞅差序列，引理 3.3的结论由鞅差序列的中心极限定理可得，
参考 Hall and Heyde (1980)的第 58页。

定理 3.1 的证明：令 θ = θ0 +
ν√
n
，其中 ν 是一个 (p + q + r + s + 2) 维向量。

记 g(θ, µ0,λ) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)

1 + λ′Dt(θ, µ0)
和 γt(θ, µ0) = λ′Dt(θ, µ0), 其中 λ 是等式

g(θ, µ0,λ) = 0的一个解。我们首先证明 max
1≤t≤n

|γt(θ, µ0)| = op(1)。

令 λ = ρr，其中 ∥r∥ = 1。注意到

0 = ∥g(θ, µ0, ρr)∥ ≥ ∥r′g(θ, µ0, ρr)∥

=

 1

n

n∑
t=1

r′Dt(θ, µ0)−
1

n
ρ

n∑
t=1

r′Dt(θ, µ0)D
′
t(θ, µ0)r

1 + ρr′Dt(θ, µ0)


≥ − 1

n

 n∑
t=1

r′Dt(θ, µ0)

+
ρr′Sn(θ, µ0)r

1 + ρZn(θ, µ0)
,
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其中，Sn(θ, µ0) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)D
′
t(θ, µ0)，Zn(θ, µ0) = max

1≤t≤n
∥Dt(θ, µ0)∥。因此，

ρr′Sn(θ, µ0)r

1 + ρZn(θ, µ0)
≤ 1

n

 n∑
t=1

r′Dt(θ, µ0)


≤ 1

n

 n∑
t=1

r′Dt(θ0, µ0)

+
1

n

 n∑
t=1

r′Pt(θ
∗, µ0)

∥θ − θ0∥

≤ 1

n

 n∑
t=1

r′Dt(θ0, µ0)

+

(
1

n

n∑
t=1

∥Pt(θ
∗, µ0)∥

)
∥θ − θ0∥

= Op(
1√
n
),

对任意 θ ∈ V0 一致成立,其中最后一个等式由引理 3.4得出的
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0) =

Op(1)和附录中引理 3.2的证明可得。因此，

ρr′Sn(θ, µ0)r

1 + ρZn(θ, µ0)
= Op(

1√
n
)。

由引理 3 (d)可得，r′Sn(θ, µ0)r ≥ a+ op(1)对 θ ∈ V0一致成立,其中 a是Ω最

小的特征值。因此，

ρ = ∥λ∥ = Op(
1√
n
), (3.6)

对 θ ∈ V0一致成立。于是，由引理 3 (b)，我们有

max
1≤t≤n

|γt(θ, µ0)| ≤ ∥λ∥ max
1≤t≤n

∥Dt(θ, µ0)∥ = op(1), (3.7)

对 θ ∈ V0一致成立。

此外，泰勒展开和引理 3 (c)表明：

1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0) =
1

n

n∑
t=1

(Dt(θ0, µ0) + Pt(θ
∗, µ0)(θ − θ0) + op(

1√
n
))

=
1

n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0) +
ν

n
√
n

n∑
t=1

Pt(θ
∗, µ0) + op(

1√
n
)

= Op(
1√
n
) +

ν√
n
(Ψ+ op(1)) + op(

1√
n
)

= Op(
1√
n
) + op(

1√
n
)

= Op(
1√
n
),
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在 V0内一致成立,其中 θ∗位于 θ0和 θ中间。由 (3.7),我们有

0 = g(θ, µ0,λ) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)− Sn(θ, µ0)λ+
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)γ
2
t (θ, µ0)

1 + γt(θ, µ0)

≤ 1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)− Sn(θ, µ0)λ

+
1

(1− max
1≤t≤n

|γt(θ, µ0)|)
1

n

n∑
t=1

(
Dt(θ, µ0)γ

2
t (θ, µ0)

)

≤ 1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)− Sn(θ, µ0)λ+
max
1≤t≤n

|γt(θ, µ0)|2

(1− max
1≤t≤n

|γt(θ, µ0)|)

(
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)

)

=
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)− Sn(θ, µ0)λ+ op(1)Op(
1√
n
)

=
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)− Sn(θ, µ0)λ+ op(
1√
n
)。

由引理 3.3 (d)，S−1
n (θ, µ0) ≥ C 依概率成立，因此，

λ = S−1
n (θ, µ0)(

1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)) +Ln ,其中 ∥Ln∥ = op(
1√
n
)。

由泰勒展开和 op(|γt(θ, µ0)|2) = op(1),我们有

ln(1 + γt(θ, µ0)) = γt(θ, µ0)−
γ2t (θ, µ0)

2
+Rt(θ, µ0),

其中，Rt(θ, µ0)为冗余项。因此，我们可以得到：

l(θ, µ0) = −2 lnL(θ, µ0) = 2
n∑
t=1

ln{1 + γt(θ, µ0)}

= 2λ′(
n∑
t=1

Dt(θ, µ0))− nλ′Sn(θ, µ0)λ+ 2
n∑
t=1

Rt(θ, µ0)

= 2n(
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′S−1

n (θ, µ0)(
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)) + 2L′
n(

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))

−n( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′S−1

n (θ, µ0)(
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))−L′
n(

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))

−nL′
nSn(θ, µ0)Ln − (

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′Ln + 2

n∑
t=1

Rt(θ, µ0)

= (
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′S−1

n (θ, µ0)(
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))− nL′
nSn(θ, µ0)Ln

+2
n∑
t=1

Rt(θ, µ0)。
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首先，由 ∥Ln∥ = op(
1√
n
)可推出 nL′

nSn(θ, µ0)Ln = op(1)。其次，由引理 3.3 (d)可

得：
n∑
t=1

∥Dt(θ, µ0)∥3

≤ max
1≤t≤n

∥Dt(θ, µ0)∥
( n∑

t=1

∥Dt(θ, µ0)∥2
)

= op(
√
n)

( n∑
t=1

∥Dt(θ, µ0)∥2
)

= op(
√
n) · n · ( 1

n

n∑
t=1

D′
t(θ, µ0)Dt(θ, µ0)) = op(

√
n) · n · tr( 1

n

n∑
t=1

D′
t(θ, µ0)Dt(θ, µ0))

= op(
√
n) · n · tr( 1

n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)D
′
t(θ, µ0)) = op(

√
n) · n · tr(Ω+ op(1))

= op(
√
n) · n ·Op(1) = op(n

√
n),

这里 tr表示矩阵的迹。因此，我们有 ∥λ∥3 = Op(n
− 3

2 )，且

n∑
t=1

|γt(θ, µ0)|3 ≤
n∑
t=1

∥λ∥3∥Dt(θ, µ0)∥3 = Op(n
− 3

2 )op(n
√
n) = op(1)。

所以，Rt(θ, µ0)满足

|2
n∑
t=1

Rt(θ, µ0)| ≤ 2B
n∑
t=1

|γt(θ, µ0)|3 = op(1)。 (3.8)

结合引理 3.3 (d)，我们有

l(θ, µ0) = (
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′S−1

n (θ, µ0)(
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)) + op(1)

= (
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0))
′Ω−1(

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)) + op(1),

对 θ ∈ V0一致成立。因此，

l(θ0, µ0) = (
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0))
′Ω−1(

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0)) + op(1)。

定义∆n(θ) =
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, µ0)，则

l(θ, µ0)− l(θ0, µ0) = (∆n(θ)−∆n(θ0))
′Ω−1∆n(θ0) +∆′

n(δ0)Ω
−1(∆n(θ)−∆n(θ0))

+(∆n(θ)−∆n(θ0))
′Ω−1(∆n(θ)−∆n(θ0)) + op(1),

对所有 θ ∈ V0一致成立，并且有

∆n(θ)−∆n(θ0) =
1√
n

n∑
t=1

[
(Dt,1(θ)−Dt,1(θ0))

′, Dt,2(θ, µ0)−Dt,2(θ0, µ0)

]′
。
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令Ψ11 =
1

4
E{ wt

h2t (θ0)

∂ht(θ0)

∂θ

∂ht(θ0)

∂θ′ }为Ψ左上角的分块，则由引理 3.3 (c)和泰勒

展开，我们有

1√
n

n∑
t=1

(Dt,1(θ)−Dt,1(θ0)) =
1√
n

n∑
t=1

(
∂Dt,1(θ0)

∂θ′ (θ − θ0) + op(
1√
n
))

=
1√
n

n∑
t=1

(
∂Dt,1(θ0)

∂θ′
ν√
n
+ op(

1√
n
))

= ν(
1

n

n∑
t=1

∂Dt,1(θ0)

∂θ′ ) + op(1)

= Ψ11ν + op(1),

对 θ ∈ V0一致成立。类似地，令Ψ21 = E{ wt√
ht(θ0)

∂εt(γ0)

∂θ′ }，即Ψ的左下角分块，

我们有

1√
n

n∑
t=1

(Dt,2(θ, µ0)−Dt,2(θ0, µ0)) =
1√
n

n∑
t=1

(
∂Dt,2(θ0)

∂θ′ (θ − θ0) + op(
1√
n
))

=
1√
n

n∑
t=1

(
∂Dt,2(θ0, µ0)

∂θ′
ν√
n
+ op(

1√
n
))

=
1√
n

n∑
t=1

(
∂Dt,2(θ0, µ0)

∂θ′ (θ − θ0) + op(
1√
n
))

= ν(
1

n

n∑
t=1

∂Dt,2(θ0, µ0)

∂θ′ ) + op(1)

= Ψ21ν + op(1),

对 θ ∈ V0一致成立。

令A = (Ψ11,Ψ21)，我们有

∆n(θ)−∆n(θ0) = (Ψ′
11,Ψ

′
21)

′ν + op(1) = A′ν + op(1),

对 θ ∈ V0一致成立。所以，

l(θ, µ0)− l(θ0, µ0)

= ν ′AΩ−1∆n(θ0) +∆′
n(θ0)Ω

−1A′ν + ν ′A′Ω−1νA′ + op(1), (3.9)

对 θ ∈ V0一致成立。类似Qin and Lawless (1994)中引理 1的证明，我们知道使得 (3.9)
达到最小值的 θ̂ = θ0+

ν√
n
一定在 V0内，即 ν̂ = −(AΩ−1A′)−1AΩ−1∆n(θ0)+op(1)。

因此，

l(θ̂, µ0) = [Ω− 1
2∆n(θ0)]

′[I −Ω− 1
2A′(AΩ−1A′)−1AΩ− 1

2 ][Ω− 1
2∆n(θ0)] + op(1)。
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由引理 3.4，Ω− 1
2∆n(θ0)依分布收敛到一个多维标准正态分布，且

tr(I −Ω− 1
2A′(AΩ−1A′)−1AΩ− 1

2 ) = tr(I)− tr(Ω− 1
2A′(AΩ−1A′)−1AΩ− 1

2 )

= p+ q + s+ r + 3− rank(Ω− 1
2A′) = 1，

因此，l(θ̂, µ0)
d−→ χ2

1。

定理 3.2的证明：类似定理 3.1的证明,我们有

l(θ̂, 0) = [Ω− 1
2∆∗

n(θ0)]
′[I −Ω− 1

2A′(AΩ−1A′)−1AΩ− 1
2 ][Ω− 1

2∆∗
n(θ0)] + op(1), (3.10)

其中∆∗
n(θ0) =

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)。

因为 µ0 =M/
√
n，我们有

∆∗
n(θ0) =

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)

=
1√
n

n∑
t=1

(D′
t,1(θ0), Dt,2(θ0, 0))

=
1√
n

n∑
t=1

[
(D′

t,1(θ0), wt(ηt − µ0))
′ + (0,

M√
n
wt)

′
]

=
1√
n

n∑
t=1

(D′
t,1(θ0), wt(ηt − µ0))

′ +
1

n

n∑
t=1

(0,Mwt)
′

=
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0) +
1

n

n∑
t=1

(0,Mwt)
′,

其中 0是一个 (p+ q + s+ r + 2)维向量。由引理 3.4，我们有
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, µ0)
d−→

N(0,Ω)。由平稳序列的弱大数定律，
M

n

n∑
t=1

wt
p−→MEwt。因此，Ω− 1

2∆∗
n(θ0)依分

布收敛到一个均值为 −(0′,MEwt)
′、方差为 I 的多维正态分布。

由 (3.10)，当 n → ∞时，l(θ̂, 0)收敛到一个非中心的自由度为 1的卡方分布，
非中心参数为M2(Ewt)

2。
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4 ARMA-GARCH模型误差零中位数的经验似然检验

4.1 引言

在第 3章中，我们探究了如何在应用 SWQMELE拟合 ARMA-GARCH模型时
对误差的零均值进行检验。考虑一个 ARMA(r, s)-GARCH(p, q)，定义为：

Xt = µ+
r∑
i=1

ϕiXt−i +
s∑
j=1

ψjεt−j + εt,

εt = σtηt, σ
2
t = w1 +

p∑
i=1

aiε
2
t−i +

q∑
j=1

bjσ
2
t−j,

(4.1)

第 3章中所提出的 profile经验似然检验要求事先给定模型的阶数 r、s、p和 q，或者

其可以被精确的估计；并且该检验需要对 (p+ q+ r+ s+2)维的冗余参数空间进行

搜索，来找到能够使得对数似然函数达到最小的冗余参数值。然而，在实际中，我

们很难识别模型的阶数，一般用来选择阶数的方法是 AIC或贝叶斯信息准则 (BIC)，
然而 AIC容易高估，BIC容易低估,参考 Burnham and Anderson (2004)；并且当阶数
较大时，对冗余参数空间的搜索在计算上效率较低。因此，我们需要找到一个对参

数选择不敏感、更稳健的方法来进行检验。

为了找到一个更稳健的检验方法，本章我们考虑了在重尾情况下，对 ARMA-
GARCH模型中 ηt的中位数进行检验。由于在模型 (4.1)中，ηt的零中位数相当于 εt

的零中位数，这样我们可以在 p和 q未知以及不估计未知参数 w1, {ai}pi=1和 {bj}qj=1

的情况下，对 εt的零中位数进行检验，该检验对波动和重尾具有稳健的特性。为了估

计 εt的中位数，且保证估计量具有正态极限，同时避免估计模型的GARCH部分，我
们不能使用最小二乘法来估计ARMA模型中的参数 θ = (µ, ϕ1, · · · , ϕr, ψ1, · · · , ψs)′，
因为 Zhang and Ling (2015)证明了：当 Eε4t = ∞时，其估计量有一个非正态极限。
本文我们将采用 Huang et al. (2020)提出的加权最小二乘法来估计 θ，然后通过加权

中位数来估计 εt的中位数。尽管我们没有估计 GARCH模型，但由于所采用的权重
函数可以弱化 σt 的作用，降低矩条件的要求，即使在 Eε2t = ∞的情况下，我们方
法中 εt中位数的估计量也渐近收敛于正态分布。然而，此估计量的渐近方差非常复

杂，因此我们提出应用经验似然检验方法来加以解决。

本章结构如下。第 4.2节介绍了方法和理论结果。第 4.3节和第 4.4节分别给出
了模拟研究和实证分析。第 4.5节给出了结论。定理的证明将在第 4.6节给出。
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4.2 方法和理论结果

令 Ft 表示由 {εs : s ≤ t} 生成的 σ-域，θ = (µ, ϕ1, · · · , ϕr, ψ1, · · · , ψs)′，δ =

(w1, a1, · · · , ap, b1, · · · , bq)
′
，且γ = (θ′, δ′)′，γ0表示真值。再令 ηt(γ0) = ηt，εt(θ0) = εt

和 σt(γ0) = σt。定义 ϕ(z) = 1−
∑r

i=1 ϕiz
i，ψ(z) = 1+

∑s
j=1 ψjz

j，a(z) =
∑p

i=1 aiz
i

和 b(z) = 1−
∑q

j=1 bjz
j。

给定观测值 {X1, · · · , Xn}和初始值 {X0, X−1, · · · }，我们在模拟研究和实证分
析中取初始值为 0。我们将模型 (4.1)写为参数形式： εt(θ) = Xt − µ−

∑r
i=1 ϕiXt−i −

∑s
j=1 ψjεt−j(θ),

σ2
t (γ) = w1 +

∑p
i=1 aiε

2
t−i(θ) +

∑q
j=1 bjσ

2
t−j(γ), ηt(γ) =

εt(θ)

σt(γ)
。

要检验 εt 是否有零中位数，我们不能直接用最小二乘法来估计 θ，因为 Zhang and
Ling (2015)证明了：当 Eε4t = ∞时，最小二乘估计没有正态极限。反之，我们提出
用加权最小二乘法，即最小化

∑n
t=1w

−2
t−1ε

2
t (θ),相当于解估计方程：

n∑
t=1

w−2
t−1εt(θ)

∂εt(θ)

∂θ
= 0,

其中 wt 是 Ft 可测的，其具体意义将在下文中定义。因为 εt(θ) = σt(γ)ηt(γ)，以

上的估计方法使用了一个 wt−1 来弱化 εt(θ)中 σt 的作用，另一个 wt−1 是用来弱化
∂εt(θ)

∂θ
的作用。因此，我们提出的加权最小二乘估计 θ̂ 在 Eε2t = ∞下也有正态极

限。接下来，我们使用 θ̂来估计 εt的中位数，即解估计方程：

n∑
t=1

w−1
t−1sgn(εt(θ̂)− d) = 0,

其中 sgn为符号函数。类似上文所述，wt−1减少了估计量 θ̂的矩效应。因此，所得

到的中位数估计在 Eε2t = ∞时也有正态极限，但它的渐近方差非常复杂。为了避免
估计渐近方差，我们使用了 Qin and Lawless (1994)提出的基于估计方程构造经验似
然比的方法。

令

Dt,1(θ) = w−2
t−1εt(θ)

∂εt(θ)

∂θ
, Dt,2(θ, d) = w−1

t−1sgn(εt(θ)− d),

和

Dt(θ, d) = (D
′

t,1(θ), Dt,2(θ, d))
′,

其中 d为 εt(θ)的中位数。我们定义对 θ和 d的经验似然函数为:

L(θ, d) = sup
{ n∏

t=1

(npt) : p1 ≥ 0, · · · , pn ≥ 0,
n∑
t=1

pt = 1,
n∑
t=1

ptDt(θ, d) = 0

}
。
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使用拉格朗日乘子方法,我们得到 pt =
1

n{1 + λ′Dt(θ, d)}
和对数经验似然比

l(θ, d) = −2 log(L(θ, d)) = 2
n∑
t=1

log{1 + λ′Dt(θ, d)},

其中 λ = λ(θ, d)满足
n∑
t=1

Dt(θ, d)

1 + λ′Dt(θ, d)
= 0。

因为只对 d感兴趣,所以我们考虑 profile经验似然比 lp(d) = min
θ∈Θ

l(θ, d)。

为了证明所提出的经验似然检验具有Wilks定理，我们引入以下几个条件。
首先，令

At =



a1η
2
t + b1 b2 · · · bq−1 bq a2 a3 · · · ap
1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
0 0 · · · 1 0 0 0 · · · 0

η2t 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0
... ... . . . ... ... ... ... . . . ...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0


,

γ 为随机矩阵 {At}的 Lyapunov指数，即对 (p+ q − 1)× (p+ q − 1)矩阵空间内的

任意范数 ∥ · ∥，

γ = inf
{
1

n
E(ln ∥A1 · · ·An∥), n ∈ N

}
,

其中 ∥At∥ = sup
|x|=1

|Atx|。

假设 4.1：θ0为 Θ的内点。对每个 θ ∈ Θ,当 |z| ≤ 1时，ϕ(z) ̸= 0且 ψ(z) ̸= 0，ϕ(z)

和 ψ(z)无共同根，ϕr ̸= 0或 ψs ̸= 0。

假设 4.2：w1 > 0，γ < 0，且 E(ln(max(|η1|, 1))) <∞。

假设 4.3：对任意 ρ ∈ (0, 1)，E(w−4
t−1ξ

4
ρ,t−1) <∞，其中 ξρ,t = 1+

∞∑
i=0

ρi|Xt−i|，wt > 0

且 Ft可测，inft≥1wt > 0，{wt}为一个平稳序列。

假设 4.4：{ηt}为 i.i.d.随机变量，均值为 0，方差为 1。

假设 4.5：{ηt}有连续密度函数 g(x)，满足 g(0) > 0和 sup
x∈R

g(x) <∞。
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假设 4.1和 4.2保证了 (4.1)的第一个和第二个等式均存在唯一严平稳因果解（更
多关于 GARCH模型的内容，参考 Basrak et al. (2002)的定理 3.1）。在假设 4.3下，
我们可以使用权重来减少 σt 的作用。假设 4.4表明我们对条件均值和条件标准差考
虑经典的 ARMA-GARCH模型。假设 4.5为中位数估计的常规假设。

定理 4.1：在假设 4.1-4.5和原假设H0 : d0 = 0下,当 n→ ∞时，lp(0)依分布收敛到
自由度为 1的卡方分布。

对于检验 (4.1) 中的 εt 是否有零中位数，上述定理表明，当 lp(0) ≥ χ2
1,1−α 时，

在显著性水平 α上拒绝原假设，其中 χ2
1,1−α 表示自由度为 1的卡方分布的 (1 − α)

分位数。

为了研究所提出的检验的 power，我们考虑如下的局部备择假设：

Ha : d0 =
M1√
n
,M1为常数。 (4.2)

下面的定理证明了我们所提出的检验具有良好的 power。当 |M1| → ∞时，power趋
向于 1。

定理 4.2：若对模型 (4.1)有假设 4.1-4.5成立，在备择假设 (4.2)下，lp(0)依分布收
敛到自由度为 1的非中心卡方分布，非中心参数为

(0′, 2g(0)M1E(w
−1
t−1)E(σ

−1
t ))Λ−1(0′, 2g(0)M1E(w

−1
t−1)E(σ

−1
t ))′,

其中 Λ = E
(
D1(θ0, 0)D

′
1(θ0, 0)

)
。

关于权重函数的选取，由 Ling (2007)和 Zhu and Ling (2011, 2015)可知，选择
权重函数的主要思路是对假设 4.3中定义的 ξρ,t施加一个上界。有很多的权重函数可

供选择，例如 Ling (2007)中所提出的。我们注意到，当 t充分大时，对任意给定的

ρ ∈ (0, 1)和 h ∈ (0, 1)，
∑∞

i=0 e
log(h) log2(i+1) < ∞和 elog(h) log

2(t+1) ≥ ρt 成立。因此，

我们可以使用
t−1∑
i=0

elog(h) log
2(i+1)|Xt−i|来给 ξρ,t施加一个上界，从而控制 σt+1的作用。

因此，可以采用以下的权重函数：

wt(h) = max(C,
t−1∑
i=0

elog(h) log
2(i+1)|Xt−i|), 其中 h ∈ (0, 1)且 t = 1, · · · , n, (4.3)

其中 C 为 {|Xt|}nt=1 的 90%分位数且 w0(h) = 1。类似 He et al. (2020),我们可以证
明：若上述权重函数中样本分位数 C 由其他相似的分位数代替（记为 C̃），那么假

设 4.3也是满足的；并且用 C 和 C̃ 的估计量都有相同的渐近分布。类似核密度估计，
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按照 size来选择 h时需要计算经验似然比的导数的 Edgeworth展开，因此将会十分
复杂。尽管如此，下面的模拟结果仍然证实了使用 h = 0.1、0.2、0.3、0.4、0.5和

0.6都有准确的 size和很好的 power。

4.3 模拟研究

本节我们探究了在有限样本下，所提出的经验似然检验在 size和 power上的表
现。

我们从ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型中重复生成了
5000次随机样本，样本量n = 1000和 2000。模型参数选为µ = 0.1, ϕ1 = 0.5, ψ1 = 0.2，

w1 = 0.1，a1 = 0.2或 0.1，b1 = 0.8。我们考虑 ηt = (V − E(V ))/
√
Var(V )，其中

V =
I(U < δ)V1
1/(α1 − 1)

− I(U ≥ δ)V2
1/(α2 − 1)

,

U ∼ Uniform(0, 1)，V1 ∼ Pareto(1, α1) 和 V2 ∼ Pareto(1, α2) 独立。显然，Eε
2
t 当

a1 = 0.1时有限，当 a1 = 0.2时无限。通过简单的计算，我们可以得出：

E(V ) = 2δ − 1, E(V 2) =
2δ(α1 − 1)

α1 − 2
+

2(1− δ)(α2 − 1)

α2 − 2
,

P (ηt < 0) = 1− δ + δP (V1 <
2δ − 1

α1 − 1
) = 1− δ(1 +

2δ − 1

α1 − 1
)−α1 , 对 2δ − 1 ≥ 0,

和

P (ηt < 0) = δP (V2 >
1− 2δ

α2 − 1
) = δ(1 +

1− 2δ

α2 − 1
)−α2 , 对 2δ − 1 < 0。

因此，ηt的右尾指数为 α1，左尾指数为 α2，若 δ = 0.5则有零中位数，当 α1 ̸= α2时

不对称。经过基本的计算可知，当 δ ̸= 1/2、α1 > 2和 α2 > 2时，P (ηt < 0) ̸= 1/2，

即若 δ ̸= 1/2，ηt中位数不为 0。注意，若 ηt有标准的偏斜 t分布，均值为 0，方差
为 1，则它有相同的左右尾指数，在中位数为 0时是对称的。因此，我们所构造的
ηt的分布在对尾部和对称性建模时比常用的偏斜 t分布更灵活。

我们取 α1 = 2.2或 4.5，α2 = 2.2，δ = 0.3、0.4或 0.5。因此，δ = 0.5时我们对

检验的 size进行评估，其他情况下我们对检验的 power进行评估。我们使用 R软件
包 “emplik”来计算经验似然函数，R函数 “optim”来计算 profile经验似然函数。我
们使用 (4.3)中的权重函数 wt(h)，其中 h = 0.1、0.2、0.3、0.4、0.5和 0.6。表 4.1和
表 4.2-4.3分别给出了显著性水平为 10%、5%和 1%时，profile经验似然检验的经验
size和经验 power。为了节省空间，我们只给出 h = 0.1和 0.3时的结果，其他 h下

的结果均类似。
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表 4.1 δ = 0.5时，ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型经验似然检验的
size

ARMA(1,0)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)

a1 α1 n 显著性水平 h = 0.1 h = 0.3 h = 0.1 h = 0.3

0.2 2.2
1000 10% 0.1282 0.1292 0.1448 0.1458

5% 0.0738 0.0752 0.0824 0.0868
1% 0.0164 0.0174 0.0250 0.0264

2000 10% 0.1194 0.1162 0.1326 0.1322
5% 0.0608 0.0604 0.0744 0.0742
1% 0.0148 0.0128 0.0212 0.0202

0.2 4.5
1000 10% 0.1160 0.1154 0.1168 0.1188

5% 0.0586 0.0590 0.0626 0.0664
1% 0.0122 0.0136 0.0194 0.0170

2000 10% 0.1012 0.1040 0.1120 0.1156
5% 0.0530 0.0520 0.0630 0.0612
1% 0.0126 0.0098 0.0156 0.0144

0.1 2.2
1000 10% 0.1276 0.1298 0.1408 0.1424

5% 0.0730 0.0708 0.0804 0.0856
1% 0.0164 0.0186 0.0230 0.0262

2000 10% 0.1194 0.1148 0.1378 0.1378
5% 0.0606 0.0580 0.0756 0.0654
1% 0.0128 0.0132 0.0208 0.0200

0.1 4.5
1000 10% 0.1144 0.1146 0.1164 0.1206

5% 0.0590 0.0608 0.0654 0.0668
1% 0.0128 0.0128 0.0172 0.0170

2000 10% 0.1002 0.1022 0.1112 0.1134
5% 0.0530 0.0492 0.0624 0.0594
1% 0.0116 0.0098 0.0150 0.0156

表 4.1表明：

• 当样本量变大时，size的精确性也随之提升，

• α1 = 4.5时的 size比 α1 = 2.2时的 size更精确，

• size对 h的选择稳健，

• ARMA (1,0)模型的 size比 ARMA (1,1)模型的 size更精确，

• ηt的重尾程度而不是 εt的重尾程度对 size有影响。
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表 4.2 δ = 0.3时，ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型经验似然检验的
检验 power

ARMA(1,0)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)

a1 α1 n 显著性水平 h = 0.1 h = 0.3 h = 0.1 h = 0.3

0.2 2.2
1000 10% 0.8368 0.8344 0.8358 0.8322

5% 0.7672 0.7584 0.7728 0.7648
1% 0.5960 0.5918 0.5908 0.5880

2000 10% 0.9394 0.9374 0.9478 0.9448
5% 0.9082 0.9038 0.9164 0.9160
1% 0.8110 0.8130 0.8218 0.8202

0.2 4.5
1000 10% 0.9514 0.9532 0.9498 0.9474

5% 0.9178 0.9152 0.9086 0.9078
1% 0.7806 0.7792 0.7696 0.7670

2000 10% 0.9986 0.9990 0.9976 0.9986
5% 0.9960 0.9970 0.9950 0.9952
1% 0.9812 0.9822 0.9804 0.9820

0.1 2.2
1000 10% 0.8422 0.8382 0.8460 0.8382

5% 0.7786 0.7654 0.7658 0.7734
1% 0.6118 0.6000 0.6102 0.5988

2000 10% 0.9426 0.9362 0.9508 0.9466
5% 0.9114 0.9042 0.9200 0.9176
1% 0.8252 0.8172 0.8318 0.8234

0.1 4.5
1000 10% 0.9590 0.9536 0.9584 0.9500

5% 0.9282 0.9146 0.9226 0.9120
1% 0.8040 0.7920 0.7958 0.7810

2000 10% 0.9992 0.9990 0.9984 0.9984
5% 0.9978 0.9962 0.9964 0.9962
1% 0.9848 0.9854 0.9860 0.9838
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表 4.3 δ = 0.4时，ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型经验似然检验的
检验 power

ARMA(1,0)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)

a1 α1 n 显著性水平 h = 0.1 h = 0.3 h = 0.1 h = 0.3

0.2 2.2
1000 10% 0.3926 0.3926 0.4004 0.4040

5% 0.2930 0.2958 0.3048 0.3038
1% 0.1424 0.1406 0.1400 0.1426

2000 10% 0.5632 0.5576 0.5658 0.5656
5% 0.4472 0.4462 0.4594 0.4586
1% 0.2402 0.2432 0.2658 0.2664

0.2 4.5
1000 10% 0.4326 0.4380 0.4420 0.4398

5% 0.3184 0.3264 0.3144 0.3274
1% 0.1424 0.1492 0.1358 0.1414

2000 10% 0.6854 0.6834 0.6870 0.6816
5% 0.5656 0.5722 0.5774 0.5806
1% 0.3178 0.3318 0.3346 0.3372

0.1 2.2
1000 10% 0.4022 0.3996 0.4108 0.4086

5% 0.3020 0.2996 0.3098 0.3040
1% 0.1506 0.1462 0.1484 0.1468

2000 10% 0.5708 0.5610 0.5686 0.5642
5% 0.4606 0.4488 0.4680 0.4578
1% 0.2550 0.2446 0.2658 0.2630

0.1 4.5
1000 10% 0.4544 0.4474 0.4594 0.4508

5% 0.3418 0.3324 0.3448 0.3380
1% 0.1602 0.1570 0.1498 0.1480

2000 10% 0.7048 0.6954 0.7094 0.6942
5% 0.5984 0.5826 0.6028 0.5830
1% 0.3486 0.3444 0.3676 0.3512

此外，我们从表 4.2和 4.3得出：

• 当样本量变大时，检验的 power随之提升，

• δ = 0.3时的检验比 δ = 0.4时的检验有更大的 power，因为前者误差的中位数
比后者离 0更远，

• α1 = 4.5时的检验比 α1 = 2.2时的检验 power更好，

• ηt 的重尾程度而不是 εt 的重尾程度对 power有影响，因为我们使用了权重函
数来减少 σt的作用。

4.4 实证分析

4.4.1 外汇序列

本节研究了 2009年 10月 5日至 2019年 10月 4日的每日HKD/USD、USD/EUR、
CAD/USD和MXN/USD外汇序列。我们用 {Xt}表示每个序列的对数收益率 (×100)。
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我们首先通过 Hill (1975)中的 Hill估计量 α̂(k)来估计 {Xt}的尾部指数，定义如下：

α̂(k) =

[
1

k

k∑
i=1

log
(
X(n−i+1)

X(n−k)

)]−1

,

其中 X(t) 是 Xt 的升序统计量。我们在图 4.1中画出了 Hill估计量与不同的 k 之间

的关系，可以看出 HKD/USD、CAD/USD和MXN/USD外汇的尾部指数小于 4，即
E(X4

t ) = ∞。因此，当我们用 QMLE来拟合 ARMA-GARCH模型时，估计量可能没
有正态极限。为了探索使用 SWQMELE来拟合 ARMA-GARCH模型的可能性，我
们必须检验模型是否具有零中位数。

为了进行这样的检验，我们首先使用 R 软件包 “forecast” 中的 “auto.arima” 函
数和 AIC准则来选择 ARMA模型合适的阶数。最终，我们用 ARMA(2,2)模型来拟
合 HKD/USD外汇，用 ARMA(1,1)模型来拟合 USD/EUR外汇，用 ARMA(5,4)模型
来拟合 CAD/USD外汇，用 ARMA(3,2)模型来拟合MXN/USD外汇。接下来，我们
用 (4.3)中的权重函数 wt(h)在 h = 0.1、0.2、0.3、0.4和 0.5的情况下，计算经验

似然检验的 p值。表 4.4表明，我们对 MXN/USD外汇拒绝零中位数的原假设，而
对 HKD/USD 和 USD/EUR 外汇来说，原假设成立。因此，在使用 SWQMELE 对
MXN/USD外汇拟合 ARMA-GARCH模型时应该谨慎。

图 4.1 HKD/USD, USD/EUR, CAD/USD和MXN/USD外汇的 Hill估计量
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表 4.4 HKD/USD, USD/EUR, CAD/USD和MXN/USD外汇经验似然检验的 p值

外汇 ARMA模型 h = 0.1 h = 0.2 h = 0.3 h = 0.4 h = 0.5
HKD/USD ARMA(2,2) 0.1754 0.2971 0.1935 0.2555 0.6919
USD/EUR ARMA(1,1) 0.6431 0.6178 0.8581 0.8583 0.9567
CAD/USD ARMA(5,4) 0.2100 0.1267 0.1044 0.0841 0.0153
MXN/USD ARMA(3,2) 0.0134 0.0157 0.0158 0.0107 0.0109

4.4.2 股票序列

本节考虑了从 2009年 10月 28日到 2019年 7月 29日以下股票和指数的每日收
盘价：Transocean (RIG)、S&P 500、Microsoft Stock (MSFT)和Dow Jones Index (DJI)。
与第 4.4.1节一样，我们首先在图 4.2中画出了每个序列的 Hill估计量，从图中可以
看出 S&P 500和MSFT的尾部指数均小于 4。因此，我们需要在采用 SWQMELE来
拟合 ARMA-GARCH模型前确认模型有零中位数。

如前所述，我们首先用 “auto.arima’和 AIC准则选择 ARMA模型的阶数，然后
计算在 h = 0.1、0.2、0.3、0.4和 0.5下误差零中位数检验的 p值。表 4.5表明，我们
在使用 SWQMELE对 S&P500和 DJI进行 ARMA-GARCH模型拟合时也应该比较
谨慎，因为误差的中位数可能不为 0。

图 4.2 RIG, S&P 500, MSFT和 DJI的 Hill估计量
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表 4.5 RIG, S&P 500, MSFT和 DJI经验似然检验的 p值

股票/指数 ARMA模型 h = 0.1 h = 0.2 h = 0.3 h = 0.4 h = 0.5
RIG ARMA(1,0) 0.9743 0.9013 0.9756 0.9811 0.7316
S&P 500 ARMA(3,1) 0.0937 0.1037 0.0996 0.0761 0.0551
MSFT ARMA(1,1) 0.9624 0.7056 0.9750 0.8013 0.4259
DJI ARMA(3,1) 0.0044 0.0675 0.2006 0.0216 0.0169

4.5 结论

为了找到一个稳健的方法来检验应用 SWQMELE时 ARMA-GARCH模型满足
其假设，本章在不估计GARCH模型和其渐近方差的情况下，探究了在重尾情况下对
误差零中位数的经验似然检验。模拟研究证实了该检验在有限样本下有良好的 size
和 power。实际数据分析表明，在对模型应用 SWQMELE前进行检验十分重要。

4.6 定理 4.1和 4.2的证明

在证明定理 4.1和 4.2前，我们需要一些引理。引理 4.1给出了使用权重函数减少
矩效应的相关上界。引理 4.2证明了Dt(θ, 0)的样本均值和方差可以被Dt(θ0, 0)的

样本均值和方差逼近。引理 4.3得出了
∑n

t=1 Dt(θ0, 0)的渐近正态性。对于冗余参数

的处理，引理 4.4给出了对
∑n

t=1Dt,2(θ, 0)的逼近。

引理 4.1：在定理 4.1的条件下，存在常数 ρ ∈ (0, 1)，常数 C > 0和 θ0的邻域 Θ0满

足

sup
Θ0

|εt(θ)| ≤ Cξρ,t−1, sup
Θ0

∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥ ≤ Cξρ,t−1, and sup
Θ0

∥∥∥∥∂2εt(θ)∂θ∂θ′

∥∥∥∥ ≤ Cξρ,t−1,

其中 ξρ,t如假设 4.3中定义。

证明：参考 Ling (2007)。

引理 4.2：令 B0 = {θ : ∥θ−θ0∥ ≤ C0√
n
}，其中 C0 > 0。在定理 4.1的条件下,我们有

(i) max
1≤t≤n

sup
B0

∥Dt(θ, 0)∥ = op(
√
n)，

(ii)
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0) + Op(n
−1/2)对 θ ∈ B0一致成立，

(iii)
1

n

n∑
t=1

{
Dt(θ, 0)D

′

t(θ, 0)
}
= E

{
D1(θ0, 0)D

′

1(θ0, 0)
}
+ op(1)对 θ ∈ B0一致

成立。

41



浙江大学博士学位论文 ARMA-GARCH模型误差零中位数的经验似然检验

证明：(i)我们首先证明

max
1≤t≤n

sup
B0

∥Dt,1(θ)∥ = op(
√
n)。 (4.4)

由引理 4.1,对充分大的 n有以下成立：

sup
B0

∥∥Dt,1(θ)
∥∥ = sup

B0

∥∥∥∥w−2
t−1εt(θ)

∂εt(θ)

∂θ

∥∥∥∥
≤ sup

B0

w−2
t−1

∥∥εt(θ)∥∥∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥ ≤ C2w−2
t−1ξ

2
ρ,t−1 =: V (t)。

由切贝雪夫不等式,对任意 ϵ > 0,当 n→ ∞时,

P

(
max
1≤t≤n

V (t) >
√
nϵ

)
≤ 1

nϵ2

n∑
t=1

E

{
V 2(t)I(V (t) >

√
nϵ)

}
≤ 1

ϵ2
max
1≤t≤n

E

{
V 2(t)I(V (t) >

√
nϵ)

}
→ 0,

其中最后一个不等式可由

E
(
V 2(t)

)
= C4E

(
w−4
t−1ξ

4
ρ,t−1

)
<∞,

和假设 4.3得到。因此，(4.4)成立。
因为

sup
B0

∣∣Dt,2(θ, 0)
∣∣ = sup

B0

∣∣w−1
t−1sgn(εt(θ))

∣∣ ≤ w−1
t−1 sup

B0

∣∣sgn(εt(θ))−sgn(εt)∣∣+w−1
t−1 ≤ 3w−1

t−1,

由假设 4.3可得:

max
1≤t≤n

sup
B0

∣∣Dt,2(θ, 0)
∣∣ = op(

√
n)。 (4.5)

因此，由 (4.4)和 (4.5)，我们有

max
1≤t≤n

sup
B0

∥Dt(θ, 0)∥ = op(
√
n)。

(ii)注意到

1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)−
1

n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0) =
1

n

n∑
t=1

(
D

′

t,1(θ)−D
′

t,1(θ0), Dt,2(θ, 0)−Dt,2(θ0, 0)
)′
。

要证明 (ii)，只要证明

sup
B0

∥∥∥∥ 1n
n∑
t=1

(
Dt,1(θ)−Dt,1(θ0)

)∥∥∥∥ = Op(
1√
n
),
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和

sup
B0

∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

(
Dt,2(θ, 0)−Dt,2(θ0, 0)

)∣∣∣∣ = Op(
1√
n
)。

根据泰勒展开和引理 4.1，我们有

sup
B0

∥∥Dt,1(θ)−Dt,1(θ0)
∥∥

= sup
B0

∥∥∥∥w−2
t−1εt(θ)

∂εt(θ)

∂θ
− w−2

t−1εt
∂εt(θ0)

∂θ

∥∥∥∥
= sup

B0

w−2
t−1

∥∥∥∥(εt(θ)− εt
)∂εt(θ)

∂θ
+ εt

(∂εt(θ)
∂θ

− ∂εt(θ0)

∂θ

)∥∥∥∥
= sup

B0

w−2
t−1

∥∥∥∥(θ − θ0)
′∂εt(θ

∗)

∂θ

∂εt(θ)

∂θ
+ εt

∂2εt(θ
∗∗)

∂θ∂θ′ (θ − θ0)

∥∥∥∥
≤w−2

t−1

{(
sup
B0

∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥2)(
sup
B0

∥θ − θ0∥
)

+

(
sup
B0

∥∥∥∥∂2εt(θ)∂θ∂θ′

∥∥∥∥)( sup
B0

|εt(θ)|
)(
sup
B0

∥θ − θ0∥
)}

≤2C0C
2

√
n

w−2
t−1ξ

2
ρ,t−1,

其中 θ∗和 θ∗∗位于 θ0和 θ中间。由假设 4.3可得：

1

n

n∑
t=1

sup
B0

∥∥Dt,1(θ)−Dt,1(θ0)
∥∥ = Op(

1√
n
)。

由引理 4.1，我们有∣∣∣∣∂εt(θ∗)

∂θ′ (θ − θ0)

∣∣∣∣ ≤ sup
B0

∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥∥θ − θ0∥ ≤ CC0√
n
ξρ,t−1。

因此，由泰勒展开和假设 4.3-4.4，我们有

E sup
B0

w−1
t−1

∣∣sgn(εt(θ))− sgn(εt)
∣∣

= E sup
B0

w−1
t−1

[∣∣I(εt(θ) > 0)− I(εt > 0)
∣∣+ ∣∣I(εt(θ) < 0)− I(εt < 0)

∣∣]
= E sup

B0

w−1
t−1

[∣∣∣∣I(∂εt(θ∗)

∂θ′ (θ0 − θ) < εt ≤ 0

)
− I

(
0 < εt ≤

∂εt(θ
∗)

∂θ′ (θ0 − θ)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣I(0 ≤ εt <
∂εt(θ

∗)

∂θ′ (θ0 − θ)

)∣∣∣∣− I

(
∂εt(θ

∗)

∂θ′ (θ0 − θ) ≤ εt < 0

)]
≤ 2E sup

B0

w−1
t−1I

(
|εt| ≤ |(∂εt(θ∗)/∂θ′)(θ0 − θ)|

)
= 2E

{
w−1
t−1I

(
|ηt| ≤ CC0n

− 1
2 ξρ,t−1/σt

)}
=

2g(0)CC0√
n

E

{
w−1
t−1

ξρ,t−1

σt

}
+ o(

1√
n
) = O(

1√
n
), (4.6)
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其中 θ∗位于 θ0和 θ之间。因此，由 (4.6)，我们有

1

n

n∑
t=1

sup
B0

∣∣Dt,2(θ, 0)−Dt,2(θ0, 0)
∣∣ = 1

n

n∑
t=1

sup
B0

w−1
t−1

∣∣sgn(εt(θ))− sgn(εt)
∣∣ = Op(

1√
n
),

这样就证明了 (ii)。
(iii)要证明 (iii)，只需要证明

sup
B0

∥∥∥∥ 1n
n∑
t=1

{
Dt,1(θ)Dt,2(θ, 0)

}
− E

{
Dt,1(θ0)Dt,2(θ0, 0)

}∥∥∥∥ = op(1), (4.7)

其余交叉乘积项的部分和的证明均类似。首先，

Dt,1(θ) =w
−2
t−1εt(θ)

∂εt(θ)

∂θ

=w−2
t−1(εt(θ)− εt)

∂εt(θ)

∂θ
+ w−2

t−1εt

(
∂εt(θ)

∂θ
− ∂εt(θ0)

∂θ

)
+ w−2

t−1εt
∂εt(θ0)

∂θ

= : L1(t) + L2(t) + L3(t),

和

Dt,2(θ, 0) = w−1
t−1sgn(εt(θ)) = w−1

t−1

{
sgn(εt(θ))− sgn(εt)

}
+ w−1

t−1sgn(εt)

= :M1(t) +M2(t)。

由泰勒展开、(4.6)和引理 4.1,我们有

sup
B0

∥∥L1(t) + L2(t)
∥∥ = sup

B0

w−2
t−1

∥∥∥∥(θ − θ0)
′∂εt(θ

∗)

∂θ

∂εt(θ)

∂θ
+ εt

∂2εt(θ̃)

∂θ∂θ′ (θ − θ0)

∥∥∥∥
≤2C0C

2

√
n

w−2
t−1ξ

2
ρ,t−1, (4.8)

其中 θ∗和 θ̃位于 θ0和 θ之间。此外，

∥L3(t)∥ ≤ sup
B0

w−2
t−1

∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥∥εt(θ)∥ ≤ C2w−2
t−1ξ

2
ρ,t−1,

和

sup
B0

|M1(t)| = sup
B0

w−1
t−1

∣∣sgn(εt(θ))− sgn(εt)
∣∣ ≤ 2w−1

t−1I

{
|ηt| ≤ CC0n

− 1
2
ξρ,t−1

σt

}
。(4.9)

因此，由 (4.8)、(4.9)、(4.9)和假设 4.3，我们可以证明:

1

n

n∑
t=1

sup
B0

{
|M1(t)|(∥L1(t) + L2(t)∥)

}
p−→ 0, (4.10)

1

n

n∑
t=1

sup
B0

{
|M1(t)|(∥L3(t)∥)

}
p−→ 0, (4.11)
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和

1

n

n∑
t=1

sup
B0

{
|M2(t)|(∥L1(t) + L2(t)∥)

}
p−→ 0。 (4.12)

因此,由 (4.10)、(4.11)和 (4.12)可得：

sup
B0

∥∥∥∥ 1n
n∑
t=1

{
Dt,1(θ)Dt,2(θ, 0)

}
− E

{
Dt,1(θ0)Dt,2(θ0, 0)

}∥∥∥∥
= sup

B0

∥∥∥∥ 1n
n∑
t=1

{
M1(t)(L1(t) + L2(t))

}
+

1

n

n∑
t=1

{
M2(t)(L1(t) + L2(t))

}
+

1

n

n∑
t=1

{
M1(t)L3(t)

}
+

1

n

n∑
t=1

{
M2(t)L3(t)

}
− E

{
Dt,1(θ0, 0)Dt,2(θ0, 0)

}∥∥∥∥
= sup

B0

∥∥∥∥ 1n
n∑
t=1

{
M2(t)L3(t)

}
− E

{
Dt,1(θ0, 0)Dt,2(θ0, 0)

}∥∥∥∥+ op(1)

=op(1),

即 (4.7)成立。

引理 4.3：假设定理 4.1的条件成立，则当 n→ ∞时，

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)
d→ N

(
0, E

{
D1(θ0, 0)D

′

1(θ0, 0)
})
。

证明：注意到 Ft是由序列 {εt, εt−1, · · · }生成的 σ域，则

E
(
Dt,1(θ0)

∣∣Ft−1

)
= E

(
w−2
t−1εt

∂εt(θ0)

∂θ

∣∣∣∣Ft−1

)
= w−2

t−1

∂εt(θ0)

∂θ
E
(
εt
∣∣Ft−1

)
= 0,

和

E
(
Dt,2(θ0, 0)

∣∣Ft−1

)
= E

(
w−1
t−1sgn(εt)

∣∣Ft−1

)
= 0。

因此，{Dt(θ0, 0)}是鞅差序列。
由引理 4.2 (i)和 (iii)，我们有

max
1≤t≤n

∥ 1√
n
Dt(θ0, 0)∥ = op(1),

1

n

n∑
t=1

{
Dt(θ0, 0)D

′

t(θ0, 0)
}
= E

{
D1(θ0, 0)D

′

1(θ0, 0)
}
+ op(1)。

并且由控制收敛定理可得：

E

∥∥∥∥ max
1≤t≤n

1

n
Dt(θ0, 0)D

′

t(θ0, 0)

∥∥∥∥ = o(1)。
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因此，鞅差序列的中心极限定理的条件满足。由鞅差序列的中心极限定理可知引理

4.3成立（参考 Hall and Heyde (1980)第 58页）。

引理 4.4：在定理 4.1的条件下，当 n→ ∞时，我们有

sup
B0

∥∥∥∥ 1√
n

n∑
t=1

{
w−1
t−1

[
sgn(εt(θ))− sgn(εt)

]}
−2g(0)E

{
w−1
t−1

σt

∂εt(θ0)

∂θ′

}
[
√
n(θ − θ0)]

∥∥∥∥ = op(1)。 (4.13)

证明：令

d1t(θ) = w−1
t−1

{
I
( 1
σt

∂εt(θ
∗)

∂θ′ (θ0 − θ) < ηt
)
− I

(
ηt > 0

)}
,

和

d2t(θ) = w−1
t−1

{
I
( 1
σt

∂εt(θ
∗)

∂θ′ (θ0 − θ) > ηt
)
− I

(
ηt < 0

)}
,

则我们有

1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

[
sgn(εt(θ))− sgn(εt)

]
=

1√
n

n∑
t=1

[
d1t(θ)− d2t(θ)

]
。

因此，我们只需要证明

sup
B0

∥∥∥∥ 1√
n

n∑
t=1

{
[d1t(θ)− d2t(θ)]− E

[
(d1t(θ)− d2t(θ))

∣∣Ft−1

]}∥∥∥∥ = op(1), (4.14)

和

sup
B0

∥∥∥∥ 1√
n

n∑
t=1

E
[
(d1t(θ)− d2t(θ))

∣∣Ft−1

]
−2g(0)E

{
w−1
t−1

σt

∂εt(θ0)

∂θ′

}
[
√
n(θ − θ0)]

∥∥∥∥ = op(1)。 (4.15)

对于 (4.14),我们只需要证明

sup
B0

∥∥∥∥ 1√
n

n∑
t=1

{
dit(θ)− E(dit(θ)|Ft−1)

}∥∥∥∥ =: sup
B0

∥Mn,i(θ)∥ = op(1), (4.16)

对 i = 1, 2成立。类似 Zhu and Ling (2011)中引理 2.2的证明，我们可以得出:对任
意 η > 0,

sup
∥θ−θ0∥<η

∥Mn,i(θ)∥
1 +

√
n∥θ − θ0∥

= op(1), (4.17)
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对 i = 1, 2成立。当 θ ∈ B0 时，存在一个 η0 > 0使得 ∥θ − θ0∥ ≤ C0/
√
n < η0。由

(4.17)，我们有

sup
B0

∥Mn,i(θ)∥ ≤ (C0 + 1) sup
B0

∥Mn,i(θ)∥
1 +

√
n∥θ − θ0∥

= op(1),

因此可得出 (4.16)成立。
接下来，我们证明 (4.15)。由泰勒展开和假设 4.5，我们有

1√
n

n∑
t=1

E
[
d1t(θ)− d2t(θ)

∣∣Ft−1

]
= 2g(0)

{
1

n

n∑
t=1

w−1
t−1

σt

∂εt(θ
∗)

∂θ′

}
[
√
n(θ − θ0)](1 + op(1))。 (4.18)

由 (4.18), Ling and McAleer (2003) 中的定理 3.1 和控制收敛定理, 很容易可以得到
(4.15)。因此，引理 4.4成立。

定理 4.1的证明：令 θ = θ0 +
u√
n
,其中 u是一个 (r + s + 1)维向量，定理 4.2中定

义了 Λ = E
{
D1(θ0, 0)D

′
1(θ0, 0)

}
。记

h(θ, 0,λ) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)

1 + λ′Dt(θ, 0)
,

和 δt(θ, 0) = λ′Dt(θ, 0),其中 λ是等式 h(θ, 0,λ) = 0的一个解。

首先，我们证明 ∥λ∥ = Op(1/
√
n)。记λ = ϱv，其中 ∥v∥ = 1，并且定义Zn(θ, 0) =

max
1≤t≤n

∥Dt(θ, 0)∥和 Tn(θ, 0) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)D
′
t(θ, 0)。因为

0 = ∥h(θ, 0, ϱv)∥ ≥ ∥v′h(θ, 0, ϱv)∥ =

∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

v′Dt(θ, 0)

1 + ϱv′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

v′Dt(θ, 0)−
1

n

n∑
t=1

ϱv′Dt(θ, 0)D
′
t(θ, 0)v

1 + ϱv′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣
≥ 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

ϱv′Dt(θ, 0)D
′
t(θ, 0)v

1 + ϱv′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣− 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

v′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣
≥ ϱv′Tn(θ, 0)v

1 + ϱZn(θ, 0)
− 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

v′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣,
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由引理 4.2 (ii)和引理 4.3可得:

ϱv′Tn(θ, 0)v

1 + ϱZn(θ, 0)
≤ 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

v′Dt(θ, 0)

∣∣∣∣
≤ 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

v′Dt(θ0, 0)

∣∣∣∣+ 1

n

∣∣∣∣ n∑
t=1

v′(Dt(θ, 0)−Dt(θ0, 0)
)∣∣∣∣

= Op(1/
√
n),

对 θ ∈ B0一致成立。

令 a为 Λ最小的特征值。由引理 4.2 (iii), v′Tn(θ, 0)v ≥ a + op(1)对 θ ∈ B0 一

致成立。因此，我们有

ϱ = ∥λ∥ = Op(1/
√
n), (4.19)

对 θ ∈ B0一致成立。

接下来,我们将推导出 λ的解析表达式，即为Dt(θ, 0)的一个函数。由引理 4.2
(i)和 (4.19)可得:

max
1≤t≤n

|δt(θ, 0)| ≤ ∥λ∥ max
1≤t≤n

∥Dt(θ, 0)∥ = Op(1/
√
n)op(

√
n) = op(1), (4.20)

对 θ ∈ B0一致成立。由引理 4.2 (ii)和引理 4.3,我们有

1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0) +Op(1/
√
n) = Op(1/

√
n) +Op(1/

√
n) = Op(1/

√
n),

对 θ ∈ B0一致成立。由 (4.20)可得

0 = h(θ, 0,λ) =
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)

(
1− λ′Dt(θ, 0) +

δ2t (θ, 0)

1 + δt(θ, 0)

)
=

1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)− Tn(θ, 0)λ+
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)δ
2
t (θ, 0)

1 + δt(θ, 0)

≤ 1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)− Tn(θ, 0)λ+
max
1≤t≤n

|δt(θ, 0)|2

1− max
1≤t≤n

|δt(θ, 0)|

(
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)

)

=
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)− Tn(θ, 0)λ+ op(1)Op(1/
√
n)

=
1

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)− Tn(θ, 0)λ+ op(1/
√
n)。

由引理 4.2 (iii)，T−1
n (θ, 0) ≥ C 以趋近于 1的概率成立。因此，

λ = T−1
n (θ, 0)

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
+Rn,

48



浙江大学博士学位论文 ARMA-GARCH模型误差零中位数的经验似然检验

其中 ∥Rn∥ = op(1/
√
n)。

其次，我们推导出 l(θ, 0)的表达式，即为Dt(θ, 0)的函数。由泰勒展开和 (4.20)
可知：

l(θ, 0) = −2 lnL(θ, 0)

= 2
n∑
t=1

ln
(
1 + δt(θ, 0)

)
= 2λ′( n∑

t=1

Dt(θ, 0)
)
− nλ′Tn(θ, 0)λ+ 2

n∑
t=1

Ut(θ, 0)

= 2
{[ 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
]′
T−1
n (θ, 0) +R

′

n

}( n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)

− n
{[ 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
]′
T−1
n (θ, 0) +R

′

n

}
Tn(θ, 0)×

{
T−1
n (θ, 0)

[ 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
]
+Rn

}
+ 2

n∑
t=1

Ut(θ, 0)

= 2n
( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
T−1
n (θ, 0)

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
+ 2R

′

n

( n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)

− n
( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
T−1
n (θ, 0)

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
− n

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
Rn

− nR
′

n

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
− nR

′

nTn(θ, 0)Rn + 2
n∑
t=1

Ut(θ, 0)

=
( 1√

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
T−1
n (θ, 0)

( 1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)

− nR
′

nTn(θ, 0)Rn + 2
n∑
t=1

Ut(θ, 0),

其中 Ut(θ, 0)是残差项。因为 ∥Rn∥ = op(1/
√
n),我们有

nR
′

nTn(θ, 0)Rn = op(1)。

对于残差项 Ut(θ, 0),我们将证明

2
n∑
t=1

Ut(θ, 0) = op(1)。
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由引理 4.2 (iii),我们有
n∑
t=1

∥Dt(θ, 0)∥3 ≤ max
1≤t≤n

∥Dt(θ, 0)∥
( n∑
t=1

∥Dt(θ, 0)∥2
)

= nop(
√
n)
( 1
n

n∑
t=1

D
′

t(θ, 0)Dt(θ, 0)
)

= nop(
√
n)tr

( 1
n

n∑
t=1

D
′

t(θ, 0)Dt(θ, 0)
)

= nop(
√
n)tr

( 1
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)D
′

t(θ, 0)
)

= nop(
√
n)Op(1) = op(n

3
2 ),

其中 tr为矩阵的迹。故由 ∥λ∥3 = Op(n
− 3

2 )，我们有

|2
n∑
t=1

Ut(θ, 0)| ≤ 2B
n∑
t=1

|δt(θ, 0)|3 ≤ 2B
n∑
t=1

∥λ∥3∥Dt(θ, 0)∥3

= Op(n
− 3

2 )op(n
3
2 ) = op(1)。

因此,由引理 4.2 (iii)可得

l(θ, 0) =
( 1√

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
T−1
n (θ, 0)

( 1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
+ op(1)

=
( 1√

n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)′
Λ−1

( 1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)
)
+ op(1),

对 θ ∈ B0一致成立。特别地，我们有

l(θ0, 0) =
( 1√

n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)
)′
Λ−1

( 1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)
)
+ op(1)。

有了 l(θ, 0)和 l(θ0, 0)的表达式，我们接下来就可以推导出使得 l(θ, 0)− l(θ0, 0)

达到最小值的点 θ̂。

记 Sn(θ) =
1√
n

n∑
t=1

Dt(θ, 0)，l(θ, 0)− l(θ0, 0)可以被写为以下形式：

l(θ, 0)− l(θ0, 0)

= S
′

n(θ)Λ
−1Sn(θ)− S

′

n(θ0)Λ
−1Sn(θ0) + op(1)

=
(
Sn(θ)− Sn(θ0)

)′
Λ−1Sn(θ) + S

′

n(θ0)Λ
−1Sn(θ)

−S
′

n(θ0)Λ
−1Sn(θ0) + op(1)

=
(
Sn(θ)− Sn(θ0)

)′
Λ−1

(
Sn(θ)− Sn(θ0)

)
+
(
Sn(θ)− Sn(θ0)

)′
Λ−1Sn(θ0)

+S
′

n(θ0)Λ
−1
(
Sn(θ)− Sn(θ0)

)
+ op(1),
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对 θ ∈ B0一致成立,其中

Sn(θ)− Sn(θ0) =
1√
n

n∑
t=1

(
D

′

t,1(θ)−D
′

t,1(θ0), Dt,2(θ, 0)−Dt,2(θ0, 0)

)′

。

下面我们推导 Sn(θ)− Sn(θ0)的表达式。

令 Σ1 = E

{
∂Dt,1(θ0)

∂θ′

}
= E

{
w−2
t−1

(∂εt(θ0)

∂θ

∂εt(θ0)

∂θ′ + εt
∂2εt(θ0)

∂θ∂θ′

)}
，由泰勒展

开和引理 4.2 (ii)，我们有

1√
n

n∑
t=1

(
Dt,1(θ)−Dt,1(θ0)

)
=

1√
n

n∑
t=1

{
∂Dt,1(θ0)

∂θ′ (θ − θ0) + op(
1√
n
)

}
=

(
1

n

n∑
t=1

∂Dt,1(θ0)

∂θ′

)
u+ op(1)

=Σ1u+ op(1),

对 θ ∈ B0一致成立。定义 Σ2 = 2g(0)E

{
w−1
t−1

σt

∂εt(θ0)

∂θ′

}
，由引理 4.4，我们有

1√
n

n∑
t=1

(
Dt,2(θ, 0)−Dt,2(θ0, 0)

)
=

1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

(
sgn(εt(θ))− sgn(εt)

)
=Σ2u+ op(1),

对 θ ∈ B0一致成立。若记 Γ =
(
Σ1,Σ2

)
，则：

Sn(θ)− Sn(θ0) =
(
Σ′

1,Σ
′
2

)′
u+ op(1) = Γ′u+ op(1),

对 θ ∈ B0一致成立。

这样，l(θ, 0)− l(θ0, 0)就可以写为：

l(θ, 0)− l(θ0, 0) = u′ΓΛ−1Γ′u+ u′ΓΛ−1Sn(θ0) + S′
n(θ0)Λ

−1Γ′u+ op(1)。

类似 Qin and Lawless (1994) 中引理 1 的证明，我们知道使得上式达到最小值的点
θ̂ = θ0 +

u√
n
位于 B0内,且有以下的表达式：

û = −
(
ΓΛ−1Γ′)−1(

ΓΛ−1Sn(θ0)
)
+ op(1)。

相应地，我们就可以写出 l(θ̂, 0)：

l(θ̂, 0) =S′
n(θ0)Λ

−1Sn(θ0)− (ΓΛ−1Sn(θ0))
′(ΓΛ−1Γ′)−1(

ΓΛ−1Sn(θ0)
)
+ op(1)

=
(
Λ− 1

2Sn(θ0)
)′(I−Λ− 1

2Γ′(ΓΛ−1Γ′)−1ΓΛ− 1
2

)(
Λ− 1

2Sn(θ0)
)
+ op(1)。
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注意到引理 4.3表明了 Λ− 1
2Sn(θ0)依分布收敛到多元标准正态分布；又有

tr
(
I−Λ− 1

2Γ′(ΓΛ−1Γ′)−1ΓΛ− 1
2

)
= tr(I)− tr

(
Λ− 1

2Γ′(ΓΛ−1Γ′)−1ΓΛ− 1
2

)
= (r + s+ 2)− (r + s+ 1) = 1。 (4.21)

因此，当 n→ ∞时，l(θ̂, 0) d→ χ2
1。

定理 4.2的证明：类似定理 4.1的证明,我们可以写出 l(θ̂, 0)的表达式：

l(θ̂, 0) =
(
Λ− 1

2S∗
n(θ0)

)′(I−Λ− 1
2Γ′(ΓΛ−1Γ′)−1ΓΛ− 1

2

)(
Λ− 1

2S∗
n(θ0)

)
+ op(1), (4.22)

其中，S∗
n(θ0) =

1√
n

n∑
t=1

Dt(θ0, 0)。若记 D∗
t,2 = w−1

t−1{sgn(εt)−E(sgn(εt))}和D∗
t =

(D′
t,1(θ0), D

∗
t,2)

′，则 S∗
n(θ0)就可以写为：

S∗
n(θ0)

=
1√
n

n∑
t=1

(D′
t,1(θ0), Dt,2(θ0, 0))

′

=
1√
n

n∑
t=1

(
D′

t,1(θ0), w
−1
t−1{sgn(εt)− E(sgn(εt)|Ft−1)}

)′
+

1√
n

n∑
t=1

(0′, w−1
t−1E((sgn(εt)− sgn(εt − d0))|Ft−1))

′

+
1√
n

n∑
t=1

(0′, w−1
t−1E(sgn(εt − d0)|Ft−1))

′

=
1√
n

n∑
t=1

D∗
t +

1√
n

n∑
t=1

(0′, w−1
t−1E{(sgn(ηt)− sgn(ηt − d0/σt))|Ft−1})′

+
1√
n

n∑
t=1

(0′, w−1
t−1{E(sgn(ηt − d0/σt)|Ft−1)− E(sgn(ηt − d0/σt))})′

=
1√
n

n∑
t=1

D∗
t +

1√
n

n∑
t=1

(0′, 2w−1
t−1{Fη(d0/σt)− Fη(0)})′

− 1√
n

n∑
t=1

(0′, 2w−1
t−1{Fη(d0/σt)− E(Fη(d0/σt))})′, (4.23)

其中，0是一个 (r + s+ 1)维向量，Fη 是 ηt的分布。

由 E{w−1
t−1[sgn(εt) − E(sgn(εt)|Ft−1)]|Ft−1} = 0 可知，{D∗

t }是一个鞅差序列。
类似引理 4.3，当 d0 → 0时，我们可以证明

1√
n

n∑
t=1

D∗
t

d→ N

(
0, E

{
D1(θ0, 0)D

′

1(θ0, 0)
})
。
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此外,因为 d0/σt ≤M/(nω1)
1/2对所有 1 ≤ t ≤ n一致成立,则由泰勒展开可得：∣∣∣∣ 1√

n

n∑
t=1

{
w−1
t−1(Fη(d0/σt)− Fη(0))

}
− g(0)M1E{w−1

t−1σ
−1
t }

∣∣∣∣ = op(1),

和

1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1{Fη(d0/σt)− E(Fη(d0/σt))}

=
1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1g(0)[(d0/σt)− E(d0/σt)](1 + op(1))

=
M1g(0)

n

n∑
t=1

w−1
t−1(σ

−1
t − E(σ−1

t ))(1 + op(1))

= M1g(0)E{w−1
t−1(σ

−1
t − E(σ−1

t ))}+ op(1),

其中最后一个等式可以由遍历性得出。故Λ− 1
2S∗

n(θ0)收敛到一个多维正态分布，均

值为 Λ−1/2(0′, 2g(0)M1E[w
−1
t−1E(σ

−1
t )])′，协方差为 I。最后，利用 (4.22)，我们可以

得到 l(θ̂, 0)依分布收敛到自由度为 1的非中心卡方分布，非中心参数为

(0′, 2g(0)M1E(w
−1
t−1)E(σ

−1
t ))Λ−1(0′, 2g(0)M1E(w

−1
t−1)E(σ

−1
t ))′。
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5 基于随机加权自助法的 ARMA-GARCH模型误差零均值检验

5.1 引言

本章我们考虑经典的 ARMA(r, s)-GARCH(p, q)模型：
Xt = µ+

r∑
i=1

ϕiXt−i +
s∑
j=1

ψjεt−j + εt,

εt = σtηt, σ
2
t = ω +

p∑
i=1

aiε
2
t−i +

q∑
j=1

bjσ
2
t−j,

(5.1)

其中 µ ∈ R，ϕi ∈ R，i = 1, · · · , r, ψj ∈ R，j = 1, · · · , s，ω > 0，ai ≥ 0，i = 1, 2, · · · , p，
bj ≥ 0，j = 1, 2, · · · , q，{ηt}是一个 i.i.d.的随机变量，均值为 0，方差为 1。令Ft表示

由 {ηs : s ≤ t}生成的 σ域。当 {wt > 0}平稳、wt是 Ft可测且 E(σt/wt−1) ∈ (0,∞)

时，原假设H0 : E(ηt) = 0相当于H0 : E(εt/wt−1) = 0，因此我们可以考虑在不估计

GARCH模型且无需 E(ε4t ) < ∞的情况下，检验 H0 : E(εt/wt−1) = 0。和第 3章中
ARMA和 GARCH部分都需要估计的经验似然检验相比，本章所提出的检验更加稳
健。

本章首先考虑了 Zhu and Ling (2015) 中的基于中位数的统计推断方法来估计
ARMA模型，当 E(|εt|δ) <∞对某个 δ > 0成立时，估计量有正态极限。接下来我

们用上一步估计的 εt的样本均值来检验 H0 : E(εt/wt−1) = 0。然而，一些模拟结果

表明第 3-4 章所用的 profile 经验似然检验在这种情况下的有限样本表现并不理想，
因为使用基于中位数的推断使得 profile经验似然方法的计算更加复杂。因此，我们
提出使用 Zhu (2016)提出的随机加权自助法来进行零均值检验。

本章的结构如下。第 5.2节我们给出了估计方法和渐近理论。第 5.3和 5.4节分
别给出了模拟研究和实证分析。第 5.5节进行了总结。证明将在在第 5.6节给出。

5.2 方法和理论结果

考虑模型 (5.1) 中的 ARMA(r, s)-GARCH(p, q) 模型，其中 ηt 的中位数为 0 而
不是均值为 0。令 θ = (µ, ϕ1, · · · , ϕr, ψ1, · · · , ψs)′, δ = (ω, a1, · · · , ap, b1, · · · , bq)

′
和

γ = (θ′, δ′)′，其中γ0表示真值。为了方便，我们记 ηt(γ0) = ηt，εt(θ0) = εt，σt(γ0) = σt，

并且定义 ϕ(z) = 1 −
∑r

i=1 ϕiz
i，ψ(z) = 1 +

∑s
j=1 ψjz

j，a(z) =
∑p

i=1 aiz
i 和 b(z) =

1−
∑q

j=1 bjz
j。

给定观测值 {X1, · · · , Xn}和初值 {X0, X−1, · · · }，我们将 (5.1)写为参数形式： εt(θ) = Xt − µ−
∑r

i=1 ϕiXt−i −
∑s

j=1 ψjεt−j(θ),

σ2
t (γ) = ω +

∑p
i=1 aiε

2
t−i(θ) +

∑q
j=1 bjσ

2
t−j(γ), ηt(γ) =

εt(θ)

σt(γ)
.
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本章的目标是检验

H0 : E(εt/wt−1) = 0 v.s. Ha : E(εt/wt−1) ̸= 0,

相当于检验

H0 : E(ηt) = 0 v.s. Ha : E(ηt) ̸= 0,

其中 {wt = w(Xt, Xt−1, . . .) > 0}将在下文定义。
首先我们在零中位数的假设下估计 εt。我们先用 Zhu and Ling (2015)中的加权

LAD方法来估计参数 θ，即

θ̂ = argmin
θ

n∑
t=1

w−1
t−1|εt(θ)|。

估计量 θ̂当 E(|εt|δ) < ∞对某个 δ > 0成立时渐近收敛于正态分布。接下来，我们

用 εt(θ̂)估计 εt，其中 t = 1, · · · , n。
为了检验 H0，我们用

ν̂ =
1

n

n∑
t=1

w−1
t−1εt(θ̂)

来估计 ν = E(εt/wt−1)。为了避免估计复杂的渐近方差，我们采用了 Zhu (2016)的
随机加权自助抽样法:

• 步骤 1)：从一个均值和方差均为 1的分布（这里我们使用标准指数分布）中生
成样本量为 n的随机样本，记为 {δbt}nt=1。

• 步骤 2)：计算

θ̂b = argmin
θ

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1|εt(θ)|,

和

ν̂b =

∑n
t=1 δ

b
tw

−1
t−1εt(θ̂

b)∑n
t=1 δ

b
t

。

• 步骤 3)：重复上面两个步骤 B 次，计算 {ν̂b}Bb=1。

因此，若

ν̂2/{ 1

B

B∑
b=1

(ν̂b − ν̂)2} ≥ χ2
1,1−a,

那么我们在显著性水平 a上拒绝原假设 H0 : ν = 0，其中 χ2
1,1−a 为自由度为 1的卡

方分布的 (1− a)分位数。

为了建立上述检验的理论性质，我们引入以下的常规假设。
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假设 5.1：θ0 为 Θ的一个内点。对每个 θ ∈ Θ,当 |z| ≤ 1时，ϕ(z) ̸= 0，ψ(z) ̸= 0，

并且 ϕ(z)和 ψ(z)无共同根，ϕr ̸= 0或 ψs ̸= 0。

假设 5.2：ω > 0,如第 4章中所定义的Lyapunov指数 β < 0，并且E
(
ln(max(|η1|, 1))

)
<

∞。

假设 5.3：对任意 ρ ∈ (0, 1)，E(w−4
t−1ξ

4
ρ,t−1) <∞，其中 ξρ,t = 1+

∞∑
i=0

ρi|Xt−i|，{wt =

w(Xt, Xt−1, . . .)}是一个满足 inft≥1wt > c0 > 0的平稳序列，并且 wt为 Ft可测。

假设 5.4：{ηt}为 i.i.d.随机变量序列，中位数为 0，E(η2t ) = 1。

假设 5.5：{ηt}有连续密度函数 g(x)，满足 g(0) > 0和 sup
x∈R

g(x) <∞。

假设 5.1和 5.2保证了模型 (5.1) 的第一个和第二个等式均存在唯一严平稳因果
解。假设 5.3的权重 wt用来减少 σt的作用，我们将在下文中给出其定义。假设 5.4和
5.5为对 ARMA模型使用基于中位数的估计方法的常规假设。

定理 5.1：在假设 5.1-5.5和原假设 H0 : ν = 0下,当 B → ∞和 n→ ∞时，

√
nν̂

d→ N(0, σ2) ,
n

B

B∑
b=1

(ν̂b − ν̂)2/σ2 p→ 1, (5.2)

其中

σ2 = (−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)E[D̃1D̃
′

1](−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)′,

Γ = E{w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

}, Σ = E[(wt−1σt)
−1∂εt(θ)

∂θ

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

],

D̃t = (w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt), w−1
t−1εt)

′。

上述定理证明了我们提出的检验有精确的渐近 size。为了研究检验的 power，我
们考虑如下的局部备择假设：

Ha : ν =
M√
n
, M为常数。 (5.3)

下面的定理 5.2表明，当 |M | → ∞时，检验的 power趋于 1。

定理 5.2：若对模型 (5.1)有假设 5.1-5.5成立，那么在备择假设 (5.3)下，当 n→ ∞
和 B → ∞时， √

nν̂√
nB−1

∑B
t=1(ν̂

b − ν̂)2

d→ N(M/σ, 1),
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其中 σ如定理 5.1中定义。

在此，我们建议采用和第 4章中一样的权重函数:

wt(h) = max(C,
t−1∑
i=0

elog(h) log
2(i+1)|Xt−i|)其中 h ∈ (0, 1) , t = 1, · · · , n, (5.4)

其中 C 为 |Xt|的 90%分位数，且 w0(h) = 1。

5.3 模拟研究

本节我们研究了本章中的检验在有限样本下的经验 size和 power。我们从ARM-
A(1,0)-GARCH(1,1) 模型和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1) 模型中生成了 5000 个随机样

本，样本量 n = 1000和 2500。参数 µ = 0.1, ϕ1 = 0.5, ψ1 = 0.2, ω = 0.1, a1 = 0.1,
b1 = 0.8, ηt = V /

√
E(V 2),其中

V = I(U < 1/2)V1 − I(U ≥ 1/2)V2,

U ∼ Uniform(0, 1), V1 ∼ Pareto(1, α1)（即当 x ≥ 0时 P (V1 ≤ x) = 1 − (1 + x)−α1）

和 V2 ∼ Pareto(1, α2)相互独立。显然，

E(V ) =
1

2
{ 1

α1 − 1
− 1

α2 − 1
}, E(V 2) =

1

(α1 − 1)(α1 − 2)
+

1

(α2 − 1)(α2 − 2)
,

ηt 有零均值、右尾指数 α1、左尾指数 α2；若 α1 = α2 则有零均值,若 α1 ̸= α2 则有

非零均值。

我们在 α1 = α2 = 3下计算检验的 size；在 α1 = 3.2或 3.5、α2 = 3下计算检验

的 power。在随机加权自助法中，我们取 B = 1000，对于 (5.4)中的权重函数 wt(h)，

取 h = 0.2和 0.4。表 5.1和表 5.2分别给出了检验在显著性水平 10%和 5%下的经验
size和经验 power，可以看出我们的检验有精确的 size和良好的 power，使用 h = 0.2

和 0.4都有稳健的结果，当 n变大或 α1更偏离原假设时，检验的 power也随之提升。

表 5.1 ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型检验的 size

ARMA(1,0)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
a1 α1 n Level h = 0.2 h = 0.4 h = 0.2 h = 0.4

0.1 3
1000 10% 0.0980 0.0990 0.1002 0.1008

5% 0.0442 0.0434 0.0468 0.0446
2500 10% 0.0976 0.0990 0.0996 0.1010

5% 0.0472 0.0476 0.0472 0.0498
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表 5.2 ARMA(1,0)-GARCH(1,1)和 ARMA(1,1)-GARCH(1,1)模型检验的 power

ARMA(1,0)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
a1 α1 n Level h = 0.2 h = 0.4 h = 0.2 h = 0.4

0.1 3.2
1000 10% 0.2244 0.2168 0.2182 0.2140

5% 0.1386 0.1338 0.1292 0.1292
2500 10% 0.3672 0.3648 0.3676 0.3668

5% 0.2500 0.2526 0.2546 0.2570
0.1 3.5

1000 10% 0.6568 0.6508 0.6490 0.6484
5% 0.5188 0.5242 0.5200 0.5180

2500 10% 0.9334 0.9322 0.9330 0.9324
5% 0.8842 0.8862 0.8842 0.8842

5.4 实证分析：汇率序列

本节研究了从 2011 年 5 月 3 日至 2021 年 5 月 2 日六种外汇的每日对数收益
率（×100），这六种外汇分别是：HKD/USD、EUR/USD、CNY/USD、CAD/USD、
MXN/USD和 INR/USD。在图 5.1中我们画出了这些外汇的时间序列图。

图 5.1 2011 年 5 月 3 日到 2021 年 5 月 2HKD/USD、EUR/USD、CNY/USD、CAD/USD、
MXN/USD和 INR/USD外汇的时间序列图
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我们首先用 Hill (1975)提出的 Hill估计量估计了 {|Xt|}的尾指数，定义为：

α̂(k) =

[
1

k

k∑
i=1

log
(
X(n−i+1)

X(n−k)

)]−1

,

其中 {X(t)}为 {|Xt|}的升序统计量。图 5.2中给出了Hill估计量和不同的 k之间的关

系图。我们可以看出，除了 CAD/USD，其余 5个我们所考虑的外汇的对数收益率均
有小于 4的尾指数，即EX4

t = ∞。因此，当我们用QMLE拟合ARMA-GARCH模型
时，其估计量可能没有正态极限。为了探索使用 SWQMELE来拟合 ARMA-GARCH
模型的可能性，我们需检验在使用 LAD之后 GARCH模型是否有零均值。

为了应用我们提出的检验，我们首先使用 R软件包 “forecast ”中的 “auto.arima”
函数和 AIC准则来选择 ARMA模型的阶数，其结果呈现在表 5.3中。接着，我们用
(5.4) 中的权重函数 wt(h) 来计算检验的 p 值，其中 h = 0.2 和 0.4。对于随机加权

自助抽样法，我们取 B = 5000。表 5.3表明，我们倾向于对 INR/USD和MXN/USD
外汇拒绝原假设，而对其他外汇倾向于接收原假设。因此，在使用 SWQMELE 对
INR/USD和MXN/USD外汇的对数收益率拟合 ARMA-GARCH模型时应该谨慎。

图 5.2 2011 年 5 月 3 日到 2021 年 5 月 2 日 HKD/USD、EUR/USD、CNY/USD、CAD/USD、
MXN/USD和 INR/USD外汇的 Hill估计量
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表 5.3 对 2011年 5月 3日到 2021年 5月 2日 HKD/USD、EUR/USD、CNY/USD、CAD/USD、
MXN/USD和 INR/USD外汇的对数收益率拟合的 ARMA模型和检验的 p值

外汇 ARMA模型 h = 0.2 h = 0.4
HKD/USD ARMA(1,3) 0.3931 0.2159
EUR/USD ARMA(0,1) 0.5625 0.4433
CNY/USD ARMA(1,2) 0.9138 0.9024
CAD/USD ARMA(2,0) 0.2306 0.1622
MXN/USD ARMA(0,1) 0.0932 0.1044
INR/USD ARMA(3,1) 0.0025 0.0009

5.5 结论

重尾现象使得基于中位数的统计推断在对金融收益率拟合 ARMA-GARCH 模
型时很受欢迎。为了确保在使用基于中位数的推断后，所使用的 ARMA-GARCH模
型仍然刻画了序列的条件均值，我们提出使用随机加权自助抽样法对误差的零均值

进行检验。我们所提出的检验对异方差和重尾有稳健的特性，因为它不需要估计模

型的 GARCH部分，并且只需要较宽松的矩条件。本章的模拟研究也证实了在有限
样本下检验的 size和 power均有良好的表现。实证分析表明，在使用基于中位数的
推断来拟合 INR/USA和MXN/USD外汇的对数收益率时进行检验很有必要。

5.6 定理 5.1和 5.2的证明

定义

D̃t,1 = w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt), D̃t,2 = w−1
t−1εt, D̃t = (D̃′

t,1, D̃t,2)
′。

首先，我们需要以下两个引理。

引理 5.1：在定理 5.1的条件下,存在常数 ρ ∈ (0, 1)、常数 C > 0和 θ0的邻域 Θ0满

足

sup
Θ0

|εt(θ)| ≤ Cξρ,t−1, sup
Θ0

∥∥∥∥∂εt(θ)∂θ

∥∥∥∥ ≤ Cξρ,t−1和 sup
Θ0

∥∥∥∥∂2εt(θ)∂θ∂θ′

∥∥∥∥ ≤ Cξρ,t−1,

其中 ξρ,t如假设 5.3中定义。

证明：参考 Ling (2007)的引理 A.1。

引理 5.2：在定理 5.1的条件下,当 n→ ∞时,

1√
n

n∑
t=1

D̃t
d→ N

(
0, E

{
D̃1D̃

′

1

})
。
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证明：因为 Ft是序列 {ηt, ηt−1, · · · }生成的 σ域，显然可以验证：

E
(
D̃t,1

∣∣Ft−1

)
= E

(
w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt)
∣∣∣∣Ft−1

)
= w−1

t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

E
(
sgn(ηt)

)
= 0,

和

E
(
D̃t,2

∣∣Ft−1

)
= E

(
w−1
t−1εt

∣∣Ft−1

)
= w−1

t−1σtE(ηt) = 0,

即 {D̃t}是一个鞅差序列。由假设 5.3、引理 5.1和控制收敛定理可得:

max
1≤t≤n

∥ 1√
n
D̃t∥ = op(1),

1

n

n∑
t=1

{
D̃tD̃

′

t

}
= E

{
D̃1D̃

′

1

}
+op(1), E

∥∥∥∥ max
1≤t≤n

1

n
D̃tD̃

′

t

∥∥∥∥ = o(1)。

因此，鞅差序列的中心极限定理的条件满足（参考Hall and Heyde (1980)的定理 3.2），
引理 5.2成立。

定理 5.1的证明：由 Zhu and Ling (2015)的定理 5.2可得：

√
n(θ̂ − θ0) = −(2g(0)Σ)−1

√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt) + op(1), (5.5)

其中 Σ如定理 5.1中定义。由泰勒展开、引理 5.1和 (5.5)，我们有

√
nν̂ =

1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1εt(θ̂)

=
1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

[
εt(θ̂)− εt

]
+

1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1εt

=
1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

(θ̂ − θ0) +
1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1εt + op(1),

= −Γ
(2g(0)Σ)−1

√
n

n∑
t=1

w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt) +
1√
n

n∑
t=1

w−1
t−1εt + op(1)

d→ N

(
0, (−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)E[D̃1D̃

′

1](−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)′
)
, (5.6)

其中 Γ = E

{
w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

}
如定理 5.1中定义。因此，(5.2)的第一个等式成立。

类似 Zhu and Ling (2015)定理 2的证明，我们有

√
n(θ̂b − θ0) = −(2g(0)Σ)−1

√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt) + op(1)。 (5.7)
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类似 (5.6)的证明，并且由 (5.7)，我们可以得到：

√
nν̂b =

1√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1εt(θ̂

b) + op(1)

=
1√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ′

∣∣∣∣
θ=θ0

(θ̂b − θ0) +
1√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1εt + op(1),

= −Γ
(2g(0)Σ)−1

√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt) +
1√
n

n∑
t=1

δbtw
−1
t−1εt + op(1)。

(5.8)

结合 (5.6)和 (5.8),我们可以得到
√
n(ν̂b − ν̂)的表达式：

√
n(ν̂b − ν̂)

= −Γ
(2g(0)Σ)−1

√
n

n∑
t=1

(δbt − 1)w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt) +
1√
n

n∑
t=1

(δbt − 1)w−1
t−1εt + op(1)。

(5.9)
记

Zb
t,1 = (δbt − 1)w−1

t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt), Zb
t,2 = (δbt − 1)w−1

t−1εt,

Zt,1 = w−1
t−1

∂εt(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

sgn(εt), Zt,2 = w−1
t−1εt。

基于表达式 (5.9)，当 B → ∞和 n→ ∞时,

n

B

B∑
b=1

(ν̂b − ν̂)2

=
1

B

B∑
b=1

{
Γ(2g(0)Σ)−1 1

n

n∑
t=1

Zb
t,1(Z

b
t,1)

′(Γ(2g(0)Σ)−1)′

+
1

n

n∑
t=1

(Zb
t,2)

2−2Γ(2g(0)Σ)−1 1

n

n∑
t=1

Zb
t,1Z

b
t,2

}
+ op(1)

= Γ(2g(0)Σ)−1 1

n

n∑
t=1

Zt,1(Zt,1)
′(Γ(2g(0)Σ)−1)′

+
1

n

n∑
t=1

(Zt,2)
2−2Γ(2g(0)Σ)−1 1

n

n∑
t=1

Zt,1Zt,2 + op(1)

= (−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)E[D̃1D̃
′
1](−Γ(2g(0)Σ)−1, 1)′ + op(1),

这样就可以得到 (5.2)的第二个等式成立。
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定理 5.2的证明：令 D̃∗
t,2 = w−1

t−1[εt − E(εt|Ft−1)]和 D̃∗
t = (D̃′

t,1, D̃
∗
t,2)

′。我们有

1√
n

n∑
t=1

D̃t =
1√
n

n∑
t=1

(
D̃′

t,1, w
−1
t−1[εt − E(εt|Ft−1)]

)′
+

1√
n

n∑
t=1

(
0′, w−1

t−1E(εt|Ft−1)
)′

=
1√
n

n∑
t=1

D̃∗
t +

1√
n

n∑
t=1

(
0′, w−1

t−1E(εt|Ft−1)
)′

=
1√
n

n∑
t=1

D̃∗
t +

1√
n

n∑
t=1

(
0′, w−1

t−1σtE(ηt)
)′

=
1√
n

n∑
t=1

D̃∗
t +

M

n

n∑
t=1

(
0′, w−1

t−1σt/E(w
−1
t−1σt)

)′
, (5.10)

其中，0是 (r + s+ 1)维向量,最后一个等式是根据 E(w−1
t−1εt) = E(ηt) E(w

−1
t−1σt) =

M/
√
n得到的。

因为 E{w−1
t−1[εt−E(εt|Ft−1)]|Ft−1} = 0,所以 {D̃∗

t }是一个鞅差序列。类似引理
5.2的证明，当 n→ ∞时，我们有

1√
n

n∑
t=1

D̃∗
t

d→ N
(
0, E

{
D̃1D̃

′

1

})
。

此外，由平稳序列的弱大数定律，当 n→ ∞时，我们有

M

n

n∑
t=1

w−1
t−1σt/E(w

−1
t−1σt)

p→M。

因此，类似定理 5.1的证明，当 B → ∞且 n→ ∞时，

√
nν̂

d→ N

(
M, {−Γ(2g(0)Σ)−1, 1}E[D̃1D̃

′

1]{−Γ(2g(0)Σ)−1, 1}′
)
,

n

B

B∑
b=1

(ν̂b − ν̂)2 = σ2 + op(1),

即定理 5.2成立。
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6 重尾噪声下的 Portmanteau型单位根检验

6.1 引言

第 3-5 章考虑了在 ARMA-GARCH 模型的误差四阶矩不存在的情况下，利用
SWQMELE 拟合 ARMA-GARCH 模型时的误差检验问题，我们所提出的三种检验
均要求误差的二阶矩存在。然而实际中，金融时间序列经常出现无限方差的情形，

并且此现象通常伴随着非平稳性出现。因此在本章，我们考虑了无限方差的噪声下

单位根过程的检验问题。

本章将 Zhang and Chan (2018)所提出的 Portmanteau型统计量扩展到了重尾情
况。更确切地说，考虑一个 AR(1)模型：

Yt = βYt−1 + εt, t = 1, ..., n, (6.1)

其中 εt是一个重尾线性过程，即 εt =
∑∞

j=0 djηt−j，{ηt}是 i.i.d.序列，属于 α-stable
分布的吸引域，这里 α ∈ (0, 2)。在此模型下，我们的目标是检验 β = 1。我们证明

了该 Portmanteau型统计量的极限分布是一个 stable过程的泛函。我们的方法不仅保
留了 Zhang and Chan (2018)中检验的易于实施的特性，而且相应的模拟研究也表明，
与传统的检验统计量 PP、DF和 ADF检验相比，我们的检验在 size和 power上有更
好的数值效果。对每日世界原油价格和 3个月 AA金融商业票据利率的检验证实了
我们的方法表现良好。

本章的其余部分组织如下。第 6.2节介绍了所提出的检验方法和其渐近性质。在
第 6.3节中，我们阐述了 wild自助抽样算法如何应用于我们所提出的检验方法。第
6.4节和第 6.5节分别给出了模拟结果和实证分析。第 6.6节给出了结论。证明均在
第 6.7节给出。

6.2 方法和理论结果

考虑 AR(1) 模型 (6.1)，其中 εt 是一个平稳、可逆且方差可能为无限的线性过

程。更确切地说，存在实系数 dj 和 i.i.d.序列 ut，使得 εt有以下的形式：

εt =
∞∑
j=0

djut−j, (6.2)

其中 d0 = 1且
∑∞

j=0 |dj| < ∞。不失一般性地，我们假设 Y0 = 0。最经典的线性过

程为 ARMA过程，参考 Brockwell and Davis (1991)。
本章主要目的是检验原假设 H0 : β = 1和备择假设 H1 : |β| < 1。类似 Zhang
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and Chan (2018)所采取的方法，我们提出使用以下统计量：

Tn =
n

M(M + 1)

M∑
i=1

(ρ̂(i)− 1),

其中 ρ̂(i) = γ̂(i)/γ̂(0)为样本自相关函数，γ̂(i) =
1

n

n−i∑
t=1

YtYt+i为样本自协方差函数。

为了推导出 Tn的渐近性质，我们需要以下假设。

假设 6.1：{ut}是一个 i.i.d.的序列，属于 α-stable law的吸引域，其中 0 < α < 2。更

确切地说，ut分布的尾部有指数下降形式：

P (|ut| > x) = x−αL(x), 对 x > 0, (6.3)

其中 L(x)是一个在无穷点缓变的函数，且当 x→ ∞时，

P (ut > x)

P (|ut| > x)
→ p ,

P (ut < −x)
P (|ut| > x)

→ q,

其中 0 ≤ p ≤ 1，q = 1− p。当 α > 1时，我们假设 Eut = 0。

假设 6.2：系数 dj 满足
∑∞

j=1 j|dj|δ <∞,其中 0 < δ < α ∧ 1。

注 6.1：假设 6.1中的参数 α控制了 ut分布尾部的厚度，因此经常被称为尾指数，更

多细节参考 Feller (1971)的第 XVII章。假设 6.2保证了序列
∑∞

j=0 djut−j 几乎处处

收敛。

令 {an}表示满足以下条件的正常数序列：

an = inf{x : P (|u1| > x) ⩽ 1

n
}, (6.4)

这样由假设 6.1可以推出

1

an

n∑
t=1

ut
d−→ Uα(1), 和

(
1

an

[nr]∑
t=1

ut,
1

a2n

[nr]∑
t=1

u2t

)
J1⇒

(
Uα(r), Uα

2
(r)

)
, (6.5)

在D[0, 1]上成立，其中 Uα(r)和 Uα
2
(r)分别为 Lévy α-stable和 α/2-stable过程。这里

J1⇒表示在 Skorohod J1拓扑下的弱收敛。(6.5)的证明可以参考 Ibragimov and Linnik
(1971)和 Davis and Resnick (1986)。

在假设 6.1和 6.2下，我们对 Tn有以下定理成立。

定理 6.1：在假设 6.1和 6.2下，对于模型 (6.1)，当 β = 1成立时，则
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(i)对任意给定的M ⩾ 1,

Tn
d−→ −

ω2U2
α(1) +DMUα

2
(1)

4ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

,

其中 DM = f0(1) + 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

]
，fj(1) =

∑∞
k=0 dkdk+j，j =

0, 1, ...,M − 1，ω =
∑∞

k=0 dk。

(ii)当M :=M(n) → ∞，且M = o(an ∧ n)时,若 an如 (6.4)中定义，那么

Tn
d−→ −

ω2U2
α(1) +

[
f0(1) + 2

∑∞
i=1 fi(1)

]
Uα

2
(1)

4ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

。

6.3 Wild自助抽样算法

实际中，若我们已知尾指数 α 和系数 dj，我们可以在原假设下利用参数真值，

通过大量重复生成 Tn来计算经验分位数，将其作为检验所需的临界值。然而，若 α

和 dj 未知，我们可以用 wild自助抽样算法来进行检验。
通常我们所使用的自助重抽样方法（例如 i.i.d. 重抽样法）在噪声方差无限时

无法逼近检验统计量的渐近分布。因此，Romano and Wolf (1999) 提出的子抽样法
（subsampling technique）和 Arcones and Giné (1989) 提出的 m-out-of-n (m ≤ n) 自
助抽样法在重尾情况下经常被采用。Horvath and Kokoszka (2003)曾在 α ∈ (1, 2)情

况下，提出了一个 m-out-of-n残差自助抽样法来逼近检验统计量 n(β̂ − 1)的分布，

其中 β̂ 为 β 的 OLS估计。Jach and Kokoszka (2004)也使用了子抽样方法来逼近当
α ∈ (1, 2)时 n(β̂ − 1)在原假设下的分布。然而，上述两个方法被证实在有限样本

下检验结果的可靠性很低，参考 Cornea and Davidson (2015)，并且他们的方法只对
α ∈ (1, 2)有效。我们本章所采用的 wild自助抽样算法使用了和原样本一致的样本
量，并且对任意 α ∈ (0, 2)在有限样本下都有很好的表现。

本章的 wild自助抽样算法的思路主要源于 Cavaliere et al. (2018)。他们在线性
过程具有无限方差的背景下，提出了针对 ADF检验统计量的 sieve wild自助抽样算
法。在此情况下，当 wild自助抽样算法的噪声由 sieve残差乘上一个 i.i.d.对称两点
（Rademacher）分布随机变量序列所生成时，sieve wild自助抽样算法下的 ADF检验
渐近有效。唯一需要的条件是噪声的分布是对称的，而本章中假设 6.1满足此条件。
因此，基于 Cavaliere et al. (2018)，我们提出了针对 Tn的 wild自助抽样算法：

• 步骤 1: 基于 ADF型回归计算 OLS残差：ε̂t := ∆Yt − ϕ̂kYt−1 −
∑k

i=1 π̂i∆Yt−i,
t = k + 1, ..., n。这里，π̂i和 ϕ̂k 为 ADF型回归系数的估计量。
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• 步骤 2: 生成自助残差 εbt := ε̂twt, t = k + 1, ..., n，这里 wt 是 i.i.d. Rademacher
分布随机变量，即 wt ∈ {−1,+1}，且每个结果都有概率 1

2
，并和原数据独立。

• 步骤 3: 构造自助抽样样本：

Y b
t =

t∑
i=1

εbi , t = 1, ..., n,

这里初值取为 (εb1, ..., ε
b
k) = (0, ..., 0)。

• 步骤 4: 基于自助抽样样本 Y b
t 计算 Tn，即 T bn =

n

M(M + 1)

M∑
i=1

(ρ̂b(i) − 1),其

中 ρ̂b(i)为基于自助抽样样本的样本自相关函数。

• 步骤 5: 重复步骤 2-4 B 次，计算 p值：p̂ =
1

B

B∑
b=1

I(T bn ≤ Tn)，其中 I(·)为示

性函数。若 p̂小于显著性水平，则拒绝原假设。

类似 Cavaliere et al. (2018)的定理 5，我们可以得出 wild自助抽样统计量逼近了原
数据下的极限分布。从第 6.4节的模拟结果我们也可以看出，wild自助抽样算法有
更稳定的结果。

6.4 模拟研究

本节我们探究了我们提出的单位根检验在有限样本下的表现，并且和 PP、DF
和 ADF检验进行了比较。本节所用的数据由以下模型生成：

Yt = βYt−1 + εt,

其中 εt由 ARMA(1,1)模型生成：

εt = ϕεt−1 + φut−1 + ut。

这里，ut由 βs = 0和 α = 0.5、1、1.5的 stable分布生成。α ∈ (0, 2)代表 stable分布
的尾指数，βs ∈ [−1, 1]代表 stable分布的偏斜参数，当 βs = 0时，stable分布的特征
函数为对称的拉长的指数函数。对于噪声 εt，我们取 (ϕ, φ) = (0, 0)对应独立的情况，

取 (ϕ, φ) = (0,−0.8)、(0,−0.5)、(0, 0.5)和 (0, 0.8)对应MA模型的情况，取 (ϕ, φ) =

(0.3, 0)对应AR模型的情况，取 (ϕ, φ) = (0.3,−0.8)、(0.3,−0.5)、(0.3, 0.5)和 (0.3, 0.8)

对应 ARMA模型的情况。
为了得到定理 6.1中 Tn的极限分布的经验临界值，我们用不同的 α和 (ϕ, φ)生

成 Yt，并且在 H0下计算检验统计量 Tn。对每种情况，我们均取样本量 n = 10000，
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M = [n1/3]、[2n1/3]和 [3n1/3]，重复次数 10000次。表 6.1-6.3给出了每种情况下重
复生成 10000次后所得到的 Tn的经验分位数。

接下来，我们在显著性水平 5%下来探究我们提出的单位根检验的 size和 power。
我们取 β = 1− c

n
，其中 c为一个常数，样本量 n = 200、500和 1000。当 c = 0时，

我们计算检验的 size；当 c = 40时，我们计算检验的 power（即对 n = 200、500和

1000，β分别为 0.8、0.92和 0.96）。在每种设定下，我们重复模拟 1000次，并且取
表 6.1-6.3中M = [n1/3]下的经验分位数作为我们检验的临界值。

表 6.1 α = 1.5时，不同M 下 Tn的经验分位数

(ϕ, φ) M 0.01 0.05 0.1 0.9 0.95 0.99

(0,-0.8)
n1/3 -48.9647 -31.7676 -25.0198 -4.2963 -3.5162 -2.5832
2n1/3 -30.0277 -19.3105 -15.1698 -2.9480 -2.4978 -1.8664
3n1/3 -24.6529 -15.9597 -12.6407 -2.5191 -2.1342 -1.5978

(0,-0.5)
n1/3 -17.1711 -10.8595 -8.5734 -1.8190 -1.5661 -1.2157
2n1/3 -15.4659 -9.4602 -7.5175 -1.6659 -1.4381 -1.1313
3n1/3 -14.6574 -9.0293 -7.1388 -1.6104 -1.3875 -1.0748

(0,0)
n1/3 -13.1634 -8.2485 -6.6255 -1.5115 -1.2981 -1.0060
2n1/3 -13.6470 -8.3771 -6.7150 -1.5131 -1.3064 -0.9950
3n1/3 -13.1224 -8.3443 -6.6272 -1.5253 -1.3218 -1.0183

(0,0.5)
n1/3 -13.1128 -8.0993 -6.3951 -1.4792 -1.2724 -0.9842
2n1/3 -13.0610 -8.1679 -6.3983 -1.4930 -1.2832 -0.9970
3n1/3 -13.5744 -8.1827 -6.5219 -1.4929 -1.3032 -1.0121

(0,0.8)
n1/3 -12.5828 -7.9164 -6.4214 -1.4709 -1.2721 -0.9847
2n1/3 -13.2019 -8.1040 -6.5123 -1.4761 -1.2679 -0.9656
3n1/3 -12.9688 -8.1529 -6.5223 -1.4797 -1.2880 -0.9919

(0.3,-0.8)
n1/3 -30.1177 -19.4141 -15.6532 -3.0040 -2.5383 -1.9266
2n1/3 -22.7123 -14.4461 -11.4287 -2.3012 -1.9273 -1.4750
3n1/3 -18.9509 -12.3020 -9.9492 -2.0458 -1.7162 -1.3146

(0.3,-0.5)
n1/3 -15.4310 -9.3955 -7.3043 -1.6197 -1.3978 -1.0750
2n1/3 -14.5267 -8.8990 -6.9891 -1.5661 -1.3546 -1.0755
3n1/3 -14.1327 -8.6220 -6.8318 -1.5486 -1.3362 -1.0639

(0.3,0)
n1/3 -13.5556 -8.1236 -6.3925 -1.4637 -1.2662 -0.9684
2n1/3 -13.3686 -8.2448 -6.4476 -1.4908 -1.2868 -0.9980
3n1/3 -12.7757 -8.1206 -6.5004 -1.4861 -1.2783 -1.0220

(0.3,0.5)
n1/3 -13.6847 -8.0434 -6.4096 -1.4452 -1.2435 -0.9650
2n1/3 -12.9987 -7.9864 -6.3503 -1.4690 -1.2745 -0.9961
3n1/3 -13.6080 -8.1021 -6.3452 -1.4780 -1.2833 -0.9806

(0.3,0.8)
n1/3 -13.4281 -7.9730 -6.2401 -1.4212 -1.2286 -0.9571
2n1/3 -13.6698 -8.1072 -6.3745 -1.4739 -1.2796 -0.9987
3n1/3 -13.4488 -8.2534 -6.4590 -1.4718 -1.2736 -1.0056

我们也比较了每种设定下 PP、DF和ADF检验的表现。对于 PP检验，我们基于
带有常数趋势项的回归，计算 Phillips-Perron的 t检验统计量（参考 Hamilton (1994)
中 (17.6.12) 的 Case 2）。也就是说，在随机游走模型 Yt = Yt−1 + εt 下，基于回归
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表 6.2 α = 1时，不同M 下 Tn的经验分位数

(ϕ, φ) M 0.01 0.05 0.1 0.9 0.95 0.99

(0,-0.8)
n1/3 -63.4898 -32.5832 -23.9419 -4.4967 -3.7629 -2.8000
2n1/3 -45.5288 -21.1783 -15.7773 -3.0047 -2.5576 -1.9578
3n1/3 -32.3396 -16.9800 -12.5754 -2.5030 -2.1731 -1.6930

(0,-0.5)
n1/3 -25.0250 -11.8528 -8.7670 -1.8288 -1.6045 -1.2665
2n1/3 -23.2887 -10.8226 -7.8591 -1.6828 -1.4717 -1.1732
3n1/3 -23.0045 -10.5451 -7.5117 -1.6268 -1.4358 -1.1614

(0,0)
n1/3 -23.2540 -9.7449 -7.1644 -1.4878 -1.3214 -1.0781
2n1/3 -21.3980 -9.9214 -7.0846 -1.5039 -1.3412 -1.0632
3n1/3 -20.6695 -9.5055 -7.0417 -1.4903 -1.3260 -1.0488

(0,0.5)
n1/3 -22.3850 -9.8752 -7.0113 -1.4699 -1.3085 -1.0266
2n1/3 -22.1959 -9.5291 -6.8818 -1.4906 -1.3197 -1.0739
3n1/3 -21.2040 -9.3074 -6.7265 -1.4921 -1.3361 -1.0561

(0,0.8)
n1/3 -22.8270 -9.6592 -6.8835 -1.4581 -1.2993 -1.0567
2n1/3 -23.8670 -9.7084 -6.9790 -1.4898 -1.3278 -1.0628
3n1/3 -20.4179 -9.1932 -6.7464 -1.4838 -1.3230 -1.0802

(0.3,-0.8)
n1/3 -45.8994 -22.1912 -16.5621 -3.0585 -2.6381 -1.9862
2n1/3 -33.0213 -15.5285 -11.5184 -2.2777 -1.9701 -1.5544
3n1/3 -28.1760 -13.1594 -9.6626 -2.0472 -1.7853 -1.4151

(0.3,-0.5)
n1/3 -24.9993 -10.6365 -7.6177 -1.6220 -1.4391 -1.1515
2n1/3 -23.4015 -10.5522 -7.5818 -1.5610 -1.3923 -1.1210
3n1/3 -22.3311 -9.7750 -7.1390 -1.54016 -1.3624 -1.1013

(0.3,0)
n1/3 -20.0154 -8.9447 -6.6184 -1.4445 -1.2836 -1.0267
2n1/3 -22.2945 -9.3954 -6.8422 -1.4809 -1.3128 -1.0608
3n1/3 -21.6116 -9.5220 -6.9252 -1.4819 -1.3237 -1.0582

(0.3,0.5)
n1/3 -20.1311 -9.0442 -6.5051 -1.4187 -1.2564 -1.0183
2n1/3 -27.2554 -9.4947 -6.9245 -1.4568 -1.2881 -1.0477
3n1/3 -21.3161 -9.4514 -6.8369 -1.4840 -1.3242 -1.0540

(0.3,0.8)
n1/3 -21.9844 -9.1346 -6.5580 -1.4325 -1.2785 -1.0267
2n1/3 -18.7975 -8.9660 -6.6282 -1.4558 -1.3035 -1.0458
3n1/3 -20.2876 -9.3011 -6.74412 -1.4713 -1.3036 -1.0548

69



浙江大学博士学位论文 重尾噪声下的 Portmanteau型单位根检验

表 6.3 α = 0.5时，不同M 下 Tn的经验分位数

(ϕ, φ) M 0.01 0.05 0.1 0.9 0.95 0.99

(0,-0.8)
n1/3 -98.8651 -36.7751 -24.5864 -4.8812 -4.1956 -3.2146
2n1/3 -66.8225 -24.6136 -16.2070 -3.1864 -2.7663 -2.1301
3n1/3 -57.3926 -21.4173 -13.6921 -2.6836 -2.3484 -1.8680

(0,-0.5)
n1/3 -47.0132 -15.2823 -9.8346 -1.8647 -1.6868 -1.3490
2n1/3 -42.1031 -13.5819 -8.8144 -1.6885 -1.5503 -1.2663
3n1/3 -40.6267 -13.5953 -8.5271 -1.6259 -1.4913 -1.2259

(0,0)
n1/3 -39.0005 -13.1585 -8.0611 -1.5093 -1.3997 -1.1565
2n1/3 -44.9054 -12.5844 -7.6736 -1.5123 -1.4125 -1.1658
3n1/3 -38.5103 -12.5659 -7.7533 -1.5161 -1.4275 -1.1712

(0,0.5)
n1/3 -40.7118 -12.4666 -7.8754 -1.4764 -1.3767 -1.1521
2n1/3 -38.2451 -11.9609 -7.6090 -1.4941 -1.3844 -1.1441
3n1/3 -37.6569 -12.6619 -7.8060 -1.5002 -1.4028 -1.1416

(0,0.8)
n1/3 -39.5048 -11.9822 -7.5551 -1.4688 -1.3601 -1.1076
2n1/3 -39.5129 -12.4299 -7.7578 -1.4856 -1.3759 -1.1397
3n1/3 -41.9460 -12.6892 -7.8764 -1.4981 -1.3890 -1.1610

(0.3,-0.8)
n1/3 -70.2221 -25.5682 -16.3834 -3.2679 -2.8546 -2.1957
2n1/3 -57.0094 -19.9725 -12.7122 -2.4108 -2.1417 -1.7159
3n1/3 -52.0281 -16.9192 -10.9152 -2.1297 -1.9152 -1.5506

(0.3,-0.5)
n1/3 -45.2799 -13.7290 -8.7316 -1.6445 -1.5108 -1.2386
2n1/3 -42.6986 -13.2707 -8.3175 -1.5812 -1.4747 -1.1971
3n1/3 -44.6812 -13.1987 -8.2425 -1.5565 -1.4454 -1.1924

(0.3,0)
n1/3 -47.0298 -12.4729 -7.5799 -1.4544 -1.3506 -1.1108
2n1/3 -42.7606 -12.2616 -7.8842 -1.4820 -1.3784 -1.1482
3n1/3 -35.2937 -12.0681 -7.6500 -1.4897 -1.3876 -1.1442

(0.3,0.5)
n1/3 -39.1284 -12.4871 -7.5440 -1.4323 -1.3358 -1.1005
2n1/3 -37.3248 -12.4646 -7.7619 -1.4766 -1.3842 -1.1477
3n1/3 -38.5823 -12.1599 -7.6325 -1.4823 -1.3666 -1.1344

(0.3,0.8)
n1/3 -36.8563 -12.4337 -7.7127 -1.4301 -1.3326 -1.0939
2n1/3 -36.9934 -12.0701 -7.5395 -1.4699 -1.3699 -1.1304
3n1/3 -39.9906 -12.6922 -7.6797 -1.4799 -1.3701 -1.1378
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Yt = ω + βYt−1 + εt，我们计算 t检验统计量，其中方差 σ2是由 Newey-West估计量
在截断阶数取为 [4(n/100)1/4]下估计，此估计方法和 R中 “PP.test”中的估计方法一
样。DF统计量定义为

n(β̂ − 1) = n(

∑n
t=1 Yt−1Yt∑n
t=1 Y

2
t−1

− 1),

其中 β̂为OLS估计量。对于ADF检验，我们使用R软件包 “tseries”的函数 “adf.test”，
滞后长度 p取为 [(n− 1)1/3]。这三个检验的临界值是随样本量大小 n变化的。对于

PP和 ADF检验，在显著性水平 5%下，临界值在 n = 200下取-2.88，在 n = 500

下取-2.87，在 n = 1000下取-2.86。对于 DF检验，临界值在 n = 200和 500时选
为-14.0，在 n = 1000时选为-14.1，参考 Hamilton (1994)的表 B.5-B.6。

当 α = 0.5、1和 1.5时，检验的 power和 size分别在表 6.4-6.6和表 6.7-6.9中给
出。

表 6.4 α = 1.5和 c = 40时 Portmanteau型检验、PP、DF和 ADF检验的 power

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0.961 1.000 1.000 0.995 1.000 1.000 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000 0.999
(0,-0.5) 1.000 0.999 1.000 0.992 1.000 1.000 1.000 0.991 1.000 1.000 1.000 0.995
(0,0) 1.000 0.997 1.000 0.972 1.000 0.998 0.999 0.990 1.000 0.997 1.000 0.995
(0,0.5) 1.000 0.969 0.989 0.973 1.000 0.985 0.988 0.992 1.000 0.995 0.986 0.996
(0,0.8) 0.998 0.956 0.970 0.983 1.000 0.987 0.966 0.994 1.000 0.996 0.954 0.996
(0.3,-0.8) 1.000 1.000 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 1.000 0.997
(0.3,-0.5) 1.000 1.000 1.000 0.980 1.000 0.999 1.000 0.993 1.000 1.000 1.000 0.998
(0.3,0) 0.997 0.970 0.988 0.962 0.999 0.992 0.982 0.995 1.000 0.996 0.976 0.996
(0.3,0.5) 0.992 0.938 0.622 0.951 1.000 0.985 0.625 0.986 0.999 0.990 0.610 0.994
(0.3,0.8) 0.992 0.922 0.509 0.980 0.998 0.980 0.485 0.989 1.000 0.990 0.474 0.995

从表 6.4-6.6可以看出，总的来说，我们提出的检验比 PP、DF和 ADF检验有更
大的 power，且 power 随着样本量的增加而变大。当 εt 服从 ARMA 和 AR 模型时
（这种情形 εt 可以表示为 MA(∞)的形式），power随样本量的增加而变大的特性更
加明显，特别是在 α = 0.5的设定下。此外，当 α变小时，四个检验的 power均在变
小。其中，DF检验表现最差，在所有情况下都给出了最小的 power。当 α = 1.5和

1时，我们提出的检验比 ADF和 PP的 power更大。当 α = 0.5时，我们的检验和

PP、ADF检验表现相似。然而，ADF和 PP检验都有较差的 size，这可以从表 6.9看
出。另外，这种设定下我们的检验的 power可以通过利用第 6.3节中提到的 wild自
助抽样算法来得到改善，参考下文的表 6.10。
表 6.7-6.9表明，我们提出的检验有精确的 size。当样本量增加时，size更接近

0.05，甚至是对系数为负数的MA模型（即 (ϕ, φ) = (0,−0.8)和 (0.3,−0.8)）也是如
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表 6.5 α = 1和 c = 40时 Portmanteau型检验、PP、DF和 ADF检验的 power

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0.911 0.999 1.000 0.991 1.000 1.000 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000 0.998
(0,-0.5) 1.000 1.000 0.999 0.986 1.000 1.000 1.000 0.990 1.000 1.000 1.000 0.991
(0,0) 1.000 0.995 1.000 0.969 1.000 0.995 1.000 0.981 1.000 1.000 1.000 0.996
(0,0.5) 0.990 0.961 0.985 0.957 0.999 0.983 0.987 0.984 1.000 0.991 0.985 0.967
(0,0.8) 0.990 0.961 0.967 0.977 0.999 0.983 0.972 0.986 0.999 0.990 0.973 0.992
(0.3,-0.8) 1.000 0.999 0.999 0.990 1.000 1.000 1.000 0.995 1.000 1.000 1.000 0.994
(0.3,-0.5) 1.000 0.999 1.000 0.985 1.000 0.998 1.000 0.982 1.000 1.000 1.000 0.988
(0.3,0) 0.990 0.977 0.988 0.966 0.999 0.978 0.984 0.978 0.999 0.993 0.981 0.993
(0.3,0.5) 0.976 0.938 0.734 0.958 0.993 0.989 0.724 0.989 0.999 0.987 0.692 0.991
(0.3,0.8) 0.976 0.935 0.498 0.965 0.997 0.980 0.532 0.982 1.000 0.991 0.466 0.993

表 6.6 α = 0.5和 c = 40时 Portmanteau型检验、PP、DF和 ADF检验的 power

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0 0.997 1.000 0.980 1.000 1.000 1.000 0.988 1.000 0.999 1.000 0.993
(0,-0.5) 1.000 0.997 1.000 0.969 1.000 0.999 1.000 0.988 1.000 1.000 1.000 0.983
(0,0) 0.975 0.996 1.000 0.965 0.993 0.992 1.000 0.983 0.993 0.992 1.000 0.985
(0,0.5) 0.950 0.965 0.985 0.964 0.988 0.979 0.986 0.980 0.991 0.988 0.988 0.989
(0,0.8) 0.942 0.970 0.972 0.973 0.983 0.984 0.973 0.986 0.995 0.981 0.979 0.984
(0.3,-0.8) 1.000 0.997 1.000 0.981 1.000 0.999 1.000 0.988 1.000 1.000 1.000 0.994
(0.3,-0.5) 1.000 0.998 1.000 0.971 1.000 0.997 1.000 0.984 1.000 0.999 1.000 0.992
(0.3,0) 0.897 0.964 0.981 0.953 0.966 0.985 0.977 0.984 0.989 0.982 0.985 0.986
(0.3,0.5) 0.363 0.962 0.836 0.967 0.954 0.976 0.849 0.975 0.978 0.981 0.826 0.985
(0.3,0.8) 0.307 0.944 0.611 0.956 0.960 0.977 0.632 0.981 0.986 0.983 0.382 0.989

表 6.7 α = 1.5时 Portmanteau型检验的 size

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0.004 0.986 0.915 0.573 0.098 0.979 0.928 0.426 0.099 0.955 0.915 0.336
(0,-0.5) 0.098 0.386 0.259 0.159 0.097 0.317 0.279 0.152 0.078 0.240 0.265 0.152
(0,0) 0.033 0.055 0.007 0.148 0.043 0.061 0.009 0.147 0.051 0.066 0.005 0.145
(0,0.5) 0.026 0.057 0 0.176 0.048 0.063 0 0.142 0.046 0.055 0 0.158
(0,0.8) 0.026 0.046 0 0.190 0.042 0.056 0 0.159 0.041 0.055 0.001 0.172
(0.3,-0.8) 0.084 0.821 0.601 0.450 0.164 0.741 0.647 0.392 0.143 0.652 0.643 0.291
(0.3,-0.5) 0.060 0.128 0.070 0.157 0.059 0.099 0.079 0.148 0.044 0.099 0.057 0.149
(0.3,0) 0.026 0.047 0 0.141 0.030 0.057 0.001 0.143 0.041 0.067 0.001 0.144
(0.3,0.5) 0.019 0.047 0 0.145 0.025 0.050 0 0.134 0.046 0.050 0 0.148
(0.3,0.8) 0.020 0.053 0 0.194 0.033 0.049 0 0.165 0.037 0.054 0 0.177

72



浙江大学博士学位论文 重尾噪声下的 Portmanteau型单位根检验

表 6.8 α = 1时 Portmanteau型检验的 size

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0.008 0.993 0.917 0.554 0.087 0.987 0.943 0.368 0.111 0.972 0.948 0.239
(0,-0.5) 0.073 0.356 0.213 0.149 0.073 0.253 0.229 0.117 0.063 0.187 0.263 0.120
(0,0) 0.043 0.080 0.006 0.129 0.039 0.085 0.003 0.132 0.051 0.070 0.012 0.136
(0,0.5) 0.033 0.063 0.001 0.132 0.039 0.056 0 0.122 0.047 0.073 0.002 0.128
(0,0.8) 0.032 0.058 0 0.145 0.038 0.063 0.002 0.137 0.042 0.061 0 0.144
(0.3,-0.8) 0.050 0.828 0.597 0.418 0.101 0.668 0.598 0.322 0.097 0.613 0.606 0.222
(0.3,-0.5) 0.055 0.127 0.042 0.136 0.058 0.123 0.042 0.143 0.067 0.115 0.065 0.140
(0.3,0) 0.037 0.075 0 0.163 0.050 0.071 0.002 0.120 0.050 0.074 0 0.130
(0.3,0.5) 0.036 0.069 0 0.144 0.041 0.072 0 0.128 0.043 0.077 0 0.143
(0.3,0.8) 0.037 0.077 0 0.154 0.035 0.076 0 0.146 0.042 0.073 0 0.149

表 6.9 α = 0.5时 Portmanteau型检验的 size

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

New PP DF ADF New PP DF ADF New PP DF ADF
(0,-0.8) 0 0.996 0.957 0.462 0.051 0.995 0.959 0.265 0.055 0.990 0.970 0.159
(0,-0.5) 0.066 0.311 0.180 0.117 0.058 0.219 0.183 0.101 0.053 0.203 0.211 0.116
(0,0) 0.045 0.098 0.004 0.112 0.062 0.091 0.005 0.107 0.044 0.104 0.002 0.103
(0,0.5) 0.048 0.075 0.001 0.099 0.049 0.095 0.005 0.109 0.046 0.094 0.002 0.095
(0,0.8) 0.051 0.080 0.003 0.116 0.050 0.076 0.002 0.112 0.043 0.107 0.002 0.109
(0.3,-0.8) 0.056 0.866 0.536 0.314 0.084 0.668 0.578 0.234 0.090 0.561 0.566 0.167
(0.3,-0.5) 0.045 0.805 0.036 0.103 0.052 0.121 0.033 0.121 0.045 0.108 0.044 0.104
(0.3,0) 0.035 0.084 0.001 0.092 0.037 0.082 0.001 0.083 0.052 0.097 0.001 0.113
(0.3,0.5) 0.031 0.089 0 0.128 0.047 0.088 0.002 0.105 0.049 0.088 0.001 0.108
(0.3,0.8) 0.041 0.085 0 0.129 0.036 0.089 0.001 0.118 0.040 0.095 0 0.126
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表 6.10 Wild自助法下，α = 0.5和 c = 40时 Portmanteau型检验的 power

(ϕ, φ)
n=200 n=500 n=1000

Wild Bootstrap
(0,-0.8) 1.000 1.000 1.000
(0,-0.5) 1.000 0.998 0.995
(0,0) 0.987 0.985 0.987
(0,0.5) 0.976 0.977 0.976
(0,0.8) 0.975 0.973 0.976
(0.3,-0.8) 1.000 1.000 1.000
(0.3,-0.5) 1.000 0.988 0.992
(0.3,0) 0.977 0.974 0.976
(0.3,0.5) 0.959 0.977 0.979
(0.3,0.8) 0.959 0.969 0.971

此，而此情况下在大多数检验中 size都会过大。这证实了我们的检验比其他三种方
法有更稳健的 size。另外，对于较小的 α，size明显接近 0.05，这也表明我们提出的
检验在尾指数 α较小时表现更好。

注 6.2：我们用 wild自助抽样法在不同的模型设定下也做了更多的模拟研究。因为
结果大体上相似，所以我们只给出 α = 0.5时的 power，见表 6.10。Wild自助抽样
法和使用经验分位数作为临界值的方法相比更加稳健。比如，当 εt服从一个系数为

(ϕ, φ) = (0.3, 0.5)和 (0.3, 0.8)的 ARMA(1,1)模型时，使用 wild自助抽样法的 power
比使用经验分布作为临界值的方法更大。

综上所述，我们提出的检验表现很好，并且比 PP, DF和 ADF检验更稳健，尤
其对尾指数 α较小的情况。

6.5 实证分析

在本节中，我们研究了 2018年 7月 2日至 2021年 6月 29日的每日世界原油价
格（样本量为 745）和 2018年 4月 2日至 2020年 6月 26日的每日 3个月AA金融商
业票据利率 (DCPF3M)（样本量为 508），其中每日世界原油价格从 https://finance.
yahoo.com下载，每日 3个月 AA金融商业票据利率从 https://fred.stlouisfed.org下
载。我们在图 6.1中画出了这两个序列。

令 Y1,t 和 Y2,t 分别表示每日世界原油价格和 DCPF3M。基于 R软件包 “tseries”
里的函数 “arma”，我们首先对序列拟合下列 AR(1)模型：

Y1,t = 0.0444 + 0.9887Y1,t−1 + ε1,t, Y2,t = 0.0223 + 0.9585Y2,t−1 + ε2,t。 (6.6)
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(a) (b)

图 6.1 2018年 7月 2日至 2021年 6月 29日的每日世界原油价格（左）和 2018年 4月 2日至
2020年 6月 26日的每日 3个月 AA金融商业票据利率（DCPF3M）（右）的时间序列图

接下来我们用 Hill估计量 (参考 Hill (1975))估计 (6.6)里 εi,t (i = 1, 2)的尾指数：

α̂i(k) =

[
1

k

k∑
j=1

log
εi,(n−j)
εi,(n−k)

]−1

, i = 1, 2,

其中 {εi,(t)}nt=1为 {εi,t}nt=1的升序统计量。我们在图 6.2里画出了 {α̂1(k)}200k=1和

{α̂2(k)}150k=1。由 Hill图可知，当 k ∈ [30, 200]，两个序列的尾指数的 Hill估计量均稳
定在 1到 2之间。因此，我们取 α̂1 = 1.7和 α̂2 = 1.4作为尾指数的估计。接下来，

R软件包 “forecast”里的 “auto.arima”对 (6.6)里的 ε1,t给出了 ARMA(4,1)模型：

ε1,t = u1,t + 0.4467ε1,t−1 − 0.0582ε1,t−2 − 0.0314ε1,t−3 + 0.2267ε1,t−4 − 0.5222u1,t−1,

(0.1243) (0.0398) (0.0412) (0.0357) (0.1261)

对 (6.6)里的 ε2,t给出了 AR(1)模型：

ε2,t = u2,t − 0.3448ε2,t−1,

(0.0416)

括号里的数字为标准差。有了估计的系数和尾指数，我们用和模拟中一样的步骤得

出显著性水平 5%上的临界值：对原油价格为-6.6882，对 DCPF3M为-8.8841。
我们将本章中提出的检验与 PP、DF 和 ADF 检验一起应用于这两个序列。表

6.11给出了每个统计量的值。对于原油价格，我们提出的检验统计量给出的值为-
4.2069，大于-6.6882，这表明我们不能拒绝 H0，每日原油价格序列中确实存在单

位根。PP和ADF的值都大于-2.86，DF值大于-14.1，这与我们提出的检验结果一致。
对于 3个月的 AA金融商业票据利率，我们的检验结果为-11.2020，小于-8.8841，所
以我们应该拒绝原假设。然而，ADF、PP和 DF检验都表明，H0不能被拒绝。这些

结果也可以从拟合的 AR(1)系数中看出。总之，应用结果表明，我们提出的检验方
法表现良好，当存在重尾现象时能给出更准确的结果。
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(a) (b)

图 6.2 每日原油价格（左）和每日 3个月 AA金融商业票据利率（DCPF3M）（右）的 Hill估
计量

表 6.11 原油价格和 3个月 AA金融商业票据利率（DCPF3M）在 4种检验统计量下的值

序列 New PP DF ADF

原油价格 -4.2069 -2.3698 -0.0501 -2.4507
DCPF3M -11.2020 -1.4452 -10.9513 2.4489

6.6 结论

本章考虑了重尾情况下，应用 Portmanteau 型统计量来进行单位根检验。我们
假设了噪声是由重尾线性过程驱动，该过程属于 α-stable分布的吸引域，其中 α ∈
(0, 2)。我们研究了检验统计量的渐近行为，并证明了其极限分布为标准 stable分布
的一个泛函。通过模拟研究和对真实数据的应用，我们证实了该检验在有限样本下

具有良好的数值效果。该方法仍有一些地方可以改进。例如，本章只考虑了短记忆

过程下的单位根检验，该检验还可以被扩展到长记忆过程的情形。此外，我们还可

以考虑当 εt为重尾 GARCH模型时的情况。这些问题，我们将在未来工作中加以考
虑。

6.7 定理 6.1的证明

我们将 Tn写为

Tn =
n

M(M + 1)

M∑
k=1

(ρ̂(k)− 1)

=
n

M(M + 1)

M∑
k=1

(
γ̂(k)

γ̂(0)
− 1)

=
n

M(M + 1)

M∑
k=1

(
γ̂(k)− γ̂(0)

γ̂(0)

)
, (6.7)
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其中 γ̂(k)如第 6.2节中定义。经过基本的计算，γ̂(k)− γ̂(0)可以写为如下的形式：

γ̂(k)− γ̂(0) = − 1

2n

[ n∑
t=n−k+1

Y 2
t +

k∑
t=1

Y 2
t +

n−k∑
t=1

(
k∑
j=1

εt+j)
2

]
。

因此，

M∑
k=1

(
γ̂(k)− γ̂(0)

)
= − 1

2n

[ M∑
k=1

n∑
t=n−k+1

Y 2
t +

M∑
k=1

k∑
t=1

Y 2
t +

M∑
k=1

n−k∑
t=1

(
k∑
j=1

εt+j)
2

]
:= − 1

2n
[Sn1 + Sn2 + Sn3], (6.8)

其中Sn1 =
∑M

k=1

∑n
t=n−k+1 Y

2
t , Sn2 =

∑M
k=1

∑k
t=1 Y

2
t , Sn3 =

∑M
k=1

∑n−k
t=1 (

∑k
j=1 εt+j)

2。

结合 (6.8)和 (6.7)，统计量 Tn可以被写为如下形式：

Tn = − Sn1 + Sn2 + Sn3
2M(M + 1)γ̂(0)

。

为了对 Yt应用 B-N分解,记 d(L) =
∑∞

j=0 djL
j ,其中 L为滞后算子，dj 为 (6.2)

中定义的系数且满足假设 6.2，那么在原假设下，我们有 Yt − Yt−1 =
∑∞

j=0 djut−j =

d(L)ut。记 d̃(L) =
∑∞

j=0 d̃jL
j ,其中 d̃j = −

∑∞
k=j+1 dk。利用 B-N分解，经过简单的

计算，我们可以得到：

Yt = d(L)
t∑

j=1

uj

= (d(1) + (1− L)d̃(L))(
t∑

j=1

uj)

= (
∞∑
k=0

dk)(
t∑

j=1

uj) + et − e0

=
t∑

j=1

ωuj + et − e0, (6.9)

其中ω = d(1) =
∑∞

k=0 dk，et = d̃(L)ut =
∑∞

j=0 d̃jut−j。注意
∑∞

j=0 |d̃j|δ <
∑∞

j=0 j|dj|δ <
∞，其中 0 < δ < α ∧ 1，因此 et 几乎处处收敛，且属于 D(α)。类似地，因为

et − e0 =
∑t−1

j=0 d̃jut−j +
∑∞

j=t(d̃j+t − d̃j)ut−j，我们有 et − e0属于 D(α)。

6.7.1 Sn1的收敛性

首先我们证明 Sn1 =
∑M

k=1

∑n
t=n−k+1 Y

2
t 的收敛性。注意到

∑[nr]
t=1 εt
an

M1⇒ wUα(r),

其中
M1⇒表示M1拓扑下的弱收敛,关于M1拓扑的定义和性质，可以参见 Avram and
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Taqqu (1992)。因此，

sup
1⩽t⩽n

|Yt|
an

= Op(1)。 (6.10)

下一步，我们证明：
n∑

t=n−M+1

|ut|
an

= op(1)。若 α > 1,那么 E|ut|存在，则对任意

δ > 0，当M = o(an ∧ n)时，

P (
n∑

t=n−M+1

|ut|
an

> δ) ⩽
E(

∑n
t=n−M+1 |ut|)
δan

=
n∑

t=n−M+1

E(|ut|)
δan

=
ME(|ut|)

δan
→ 0。

若 0 < α ⩽ 1,
n∑

t=n−M+1

|ut|
an

=
1

an

n∑
t=n−M+1

(
|ut|I(|ut| ⩽ δan) + |ut|I(|ut| > δan)

)

=
1

an

n∑
t=n−M+1

|ut|I(|ut| ⩽ δan) +
1

an

n∑
t=n−M+1

|ut|I(|ut| > δan)

=: Z1n + Z2n。

当 n→ ∞时，由 Karamata定理和M = o(an ∧ n)，

P (Z1n > δ) = P

( n∑
t=n−M+1

|ut|I(|ut| ⩽ δan) > δan

)

⩽ 1

δan

n∑
t=n−M+1

E|ut|I(|ut| ⩽ δan)

=
M

δan

∫ δan

0

P (|ut| > x)dx

=
M

δ
P (|ut| > an)

∫ δ

0

P (|ut| > any)

P (|ut| > an)
dy

=
M

nδα
1

1− α
→ 0,

因此，Z1n = op(1)。当 n→ ∞时，由M = o(an ∧ n),

P (Z2n > δ) = P

( n∑
t=n−M+1

|ut|I(|ut| > δan) > δan

)

⩽
n∑

t=n−M+1

P (|ut| > δan)

= MP (|ut| > an)
P (|ut| > δan)

P (|ut| > an)

=
M

nδα
→ 0,
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因此 Z2n = op(1)。综上，我们有
n∑

t=n−M+1

|ut|
an

= op(1)。

因为 et严平稳且属于 D(α),我们有
|en|
an

= op(1)。此外，利用M = o(an ∧ n),

P ( sup
1⩽k⩽M

|en−k|
an

> δ) ⩽
M∑
k=1

P (|en−k| > anδ) = O(
M

n
) = o(1),

可以得到 sup
1⩽k⩽M

|en−k|
an

= op(1)。因此，

1

a2n
sup

1⩽k⩽M

∣∣Y 2
n−k − Y 2

n

∣∣ =
1

a2n
sup

1⩽k⩽M

∣∣(Yn−k − Yn)(Yn−k + Yn)
∣∣

=
1

a2n
sup

1⩽k⩽M

∣∣(( n∑
t=n−k+1

ωut) + en − en−k)(Yn−k + Yn)
∣∣

⩽ 2

(
|ω|

n∑
t=n−M+1

|ut|
an

+
|en|
an

+ sup
1⩽k⩽M

|en−k|
an

)(
sup

1⩽t⩽n

|Yt|
an

)
= op(1)。 (6.11)

此外，将
Y 2
n

a2n
写为

Y 2
n

a2n
=

ω2(
∑n

t=1 ut)
2

a2n
+

2ω(
∑n

t=1 ut)(en − e0)

a2n
+

(en − e0)
2

a2n
:= F1 + F2 + F3。

利用假设 6.1可以得到 F1
d−→ ω2U2

α(1)。又因为 en − e0属于 D(α),我们有
en − e0
an

=

op(1)。另一方面，利用 (6.5)可推出
∑n

t=1 ut
an

= Op(1)。因此，F2 = op(1)和 F3 = op(1)

成立，并且

Y 2
n

a2n

d−→ ω2U2
α(1)。 (6.12)

对于 Sn1,我们有
|Sn1|
a2n

=
1

a2n
|MY 2

n + (M − 1)Y 2
n−1 + ...+ Y 2

n−M+1|

⩽ M
Y 2
n

a2n
+ (M − 1)

|Y 2
n−1 − Y 2

n |
a2n

+ (M − 1)
Y 2
n

a2n

+ (M − 2)
|Y 2
n−2 − Y 2

n |
a2n

+ (M − 2)
Y 2
n

a2n

+ ...+
|Y 2
n−M+1 − Y 2

n |
a2n

+
Y 2
n

a2n

⩽ M(M + 1)

2

Y 2
n

a2n
+
M(M − 1)

2
sup

1⩽k⩽M

∣∣Yn−k + Yn
∣∣

an

∣∣Yn − Yn−k
∣∣

an
,
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那么基于 (6.11)和 (6.12),可以得到：

2Sn1
a2nM(M + 1)

=
Y 2
n

a2n
+ op(1)

d−→ ω2U2
α(1)。 (6.13)

6.7.2 Sn2的收敛性

其次，我们证明 Sn2的收敛性。(6.10)表明 sup
1⩽t⩽M

Y 2
t = Op(a

2
M),因此，由M =

o(an ∧ n)可得：

2Sn2
a2nM(M + 1)

=
2
∑M

k=1

∑k
t=1 Y

2
t

a2nM(M + 1)
⩽ 2M2

M(M + 1)

a2M
a2n

(
max

1⩽t⩽M

Y 2
t

a2M

)
= Op(

a2M
a2n

) = op(1)。 (6.14)

6.7.3 Sn3的收敛性

我们首先考虑 εtεt+h 的二阶 B-N分解形式，其中 h = 0, 1, ...., n。对 j < 0，我

们取 dj = 0。记 fj(L) =
∑∞

k=0 dkdk+jL
k =

∑∞
k=0 fjkL

k，f̃j(L) =
∑∞

k=0 f̃jkL
k =∑∞

k=0(
∑∞

s=k+1 fjs)L
k =

∑∞
k=0(

∑∞
s=k+1 dsds+j)L

k,类似 Phillips and Solo (1992)第 999
页上的证明，εtεt+h有以下分解形式：

εtεt+h = fh(1)u
2
t + ut+hu

h
t − (1− L)f̃h(L)u

2
t

−(1− L)
∞∑
r=1

[f̃h+r(L)ut+h−rut+h + f̃h−r(L)ut+h+rut+h]

:= E1,t,h + E2,t,h − E3,t,h − E4,t,h − E5,t,h, (6.15)

其中，uht =
∑∞

r=1[fh+r(1)ut+h−r + fh−r(1)ut+h+r]。特别地，对于 ε2t 有：

ε2t = f0(1)u
2
t + utu

0
t − (1− L)f̃0(L)u

2
t

−(1− L)
∞∑
r=1

[f̃r(L)ut−rut + f̃−r(L)ut+rut]

:= D1,t +D2,t −D3,t −D4,t −D5,t, (6.16)

其中，u0t =
∑∞

r=1[fr(1)ut−r + f−r(1)ut+r]。

接下来，我们对 Sn3证明其收敛性。注意到 Sn3 =
∑M

k=1

∑n−k
t=1 (

∑k
j=1 εt+j)

2可以
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写成以下形式：

Sn3 =
M∑
k=1

n−k∑
t=1

(
k∑
j=1

εt+j)
2

=
M∑
k=1

n−k∑
t=1

(
k∑
j=1

ε2t+j +
k∑

j1=1

k∑
j2=1,j2 ̸=j1

εt+j1εt+j2)

=
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j=1

ε2t+j +
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j1=1

k∑
j2=1,j2 ̸=j1

εt+j1εt+j2

=: ∆n1 +∆n2。

我们只需分别证明 ∆n1和 ∆n2的收敛性即可。

首先我们证明 ∆n1的收敛性。根据 (6.16)，∆n1可以写为：

∆n1 =
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j=1

ε2t+j =
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j=1

(D1,t+j +D2,t+j −D3,t+j −D4,t+j −D5,t+j)。

对于 D2,t+j = ut+ju
0
t+j ,由 Phillips and Solo (1992)的引理 5.19 (b)和假设 6.2，我们

可以得出
∑∞

r=−∞, ̸=0 |fr(1)|δ < ∞,故 u0t+j 属于 D(α)。因为 ut+j 和 u0t+j 独立，根据

Breiman (1965)的命题 3可得 D2,t+j 属于 D(α)，因此

∑n
t=1D2,t+j

a2n
= op(1)。所以，

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D2,t+j

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.17)

对于 D3,t+j = (1 − L)f̃0(L)u
2
t+j ,由 Phillips and Solo (1992)的引理 5.19 (a)，我们有∑∞

j=0 |f̃kj|δ/2 <∞和
∑∞

r=1 |
∑∞

k=0 f̃rk|δ <∞成立。因此，f̃0(L)u2t =
∑∞

j=1 f̃0ju
2
t−j 几

乎处处收敛且属于D(α/2)。故对任意 δ > 0，P (
f̃0(L)u

2
t

a2n
> δ) = O(

1

n
)和

f̃0(L)u
2
t

a2n
=

op(1)成立。进一步，我们有

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D3,t+j

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.18)

对于D4,t+j = (1−L)
∞∑
r=1

f̃r(L)ut+j−rut+j，利用 ut+j−r和 ut+j独立，其中 1 ⩽ j ⩽M，

可以得到 ut+j−rut+j 属于 D(α)。此外，根据假设 6.2可得出：
∞∑
r=1

∞∑
k=0

|f̃rk|δ ⩽
∞∑
r=1

∞∑
k=0

∞∑
s=k+1

|dsds+r|δ =
∞∑
r=1

∞∑
s=1

s|ds|δ|ds+r|δ

< (
∞∑
s=1

s|ds|δ)(
∞∑
r=0

|ds|δ) <∞,
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因此，
∑∞

r=1 f̃r(L)ut+j−rut+j =
∑∞

r=1

∑∞
k=0 f̃rkut+j−r−kut+j−k几乎处处收敛，即

∑∞
r=1 f̃r(L)

ut+j−rut+j 属于 D(α)。故对任意 δ > 0,

P ( sup
1⩽t⩽M

∣∣ ∞∑
r=1

f̃r(L)ut+j−rut+j
∣∣ > δan) ≤

M∑
t=1

P (
∣∣ ∞∑
r=1

f̃r(L)ut+j−rut+j
∣∣ > δan)

≤ O(
M

n
) = o(1),

且 sup
1⩽t⩽M

|
∞∑
r=1

f̃r(L)ut+j−rut+j| = op(an)。再次利用M = o(an ∧ n)，我们可以得到：

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D4,t+j

a2nM(M + 1)

=
2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1

∑∞
r=1(1− L)f̃r(L)ut+j−rut+j

a2nM(M + 1)

=
2

a2nM(M + 1)

[M+1∑
t=2

(t− 1)(M + 1− 1

2
t)((1− L)

∞∑
r=1

f̃r(L)ut−rut)

+
M(M + 1)

2

n−M∑
t=M+2

((1− L)
∞∑
r=1

f̃r(L)ut−rut)

+
n∑

t=n−M+1

(n− t+ 1)(M − 1

2
n+

1

2
t)((1− L)

∞∑
r=1

f̃r(L)ut−rut)

]

=
op(an)

a2nM(M + 1)

M+1∑
t=2

(t− 1)(M + 1− 1

2
t) +

∑n−M
t=M+2((1− L)

∑∞
r=1 f̃r(L)ut−rut)

a2n

=
op(an)

a2nM(M + 1)
Op(M

3) + op(1)

= op(1)。 (6.19)

类似地，对 D5,t+j = (1− L)
∑∞

r=1 f̃−r(L)ut+j+rut+j ,

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D5,t+j

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.20)
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最后，对 D1,t+j ,我们有：

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D1,t+j

a2nM(M + 1)

=
2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1 f0(1)u

2
t+j

a2nM(M + 1)

=
2f0(1)

a2nM(M + 1)

[M+1∑
t=2

(t− 1)(M + 1− 1

2
t)u2t

+
M(M + 1)

2

n−M∑
t=M+2

u2t +
n∑

t=n−M+1

(n− t+ 1)(M − 1

2
n+

1

2
t)u2t

]
。

由 (6.5)可推出
∑M

t=1 u
2
t = Op(a

2
M)。因为

a2M
a2n

= op(1)，我们可以得到：

2f0(1)

a2nM(M + 1)

M+1∑
t=2

(t− 1)(M + 1− 1

2
t)u2t ⩽ 2f0(1)M

2

a2nM(M + 1)

M+1∑
t=2

u2t

=
2f0(1)M

2a2M
a2nM(M + 1)

M+1∑
t=2

u2t
a2M

= op(1)。

类似地，

2f0(1)

a2nM(M + 1)

n∑
t=n−M+1

(n− t+ 1)(M − 1

2
n+

1

2
t)u2t = op(1)。

所以，

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D1,t+j

a2nM(M + 1)
= f0(1)

∑n−M
t=M+2 u

2
t

a2n
+ op(1)

d−→ f0(1)Uα
2
(1)。 (6.21)

对 (6.17)、(6.18)、(6.19)、(6.20)和 (6.21)求和,我们可以得到 ∆n1的收敛性：

2∆n1

a2nM(M + 1)
=

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D1,t+j

a2nM(M + 1)
+ op(1)

d−→ f0(1)Uα
2
(1)。 (6.22)
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接下来，我们证明 ∆n2的收敛性。由分解式 (6.15)，∆n2可以写为：

∆n2 =
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j1=1

k∑
j2=1,j2 ̸=j1

εt+j1εt+j2

= 2
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j1=1

k∑
j2=j1+1

εt+j1εt+j2

= 2
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j1=1

k−1∑
h=1

εt+j1εt+j1+h

= 2
M∑
k=1

n−k∑
t=1

k∑
j1=1

k−1∑
h=1

(E1,t+j1,h + E2,t+j1,h − E3,t+j1,h − E4,t+j1,h − E5,t+j1,h)。

对于 E2,t+j1,h = ut+j1+hu
h
t+j1
，由假设 6.2知

∑∞
r=−∞, ̸=0 |fh+r(1)|δ <∞，因为 uht+j1 属

于 D(α)，且 ut+j1+h和 uht+j1 独立，所以 E2,t+j1,h属于 D(α)。因此，

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E2,t+j1,h

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.23)

对于 E3,t+j1,h = (1−L)f̃h(L)u
2
t+j1

,由 Phillips and Solo (1992)的引理 5.19 (a)，我们有∑∞
j=0 |f̃kj|δ/2 <∞和

∑∞
r=1 |

∑∞
k=0 f̃h+r,k|δ <∞成立,故 f̃h(L)u

2
t+j1

=
∑∞

j=1 f̃hju
2
t+j1−j

几乎处处收敛并且属于 D(α/2)。因此，
f̃h(L)u

2
t+j1

a2n
= op(1)，并且

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E3,t+j1,h

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.24)

对于 E4,t+j1,h = (1− L)
∑∞

r=1 f̃h+r(L)ut+j1+h−rut+j1+h，由假设 6.2可得：
∞∑
r=1

∞∑
k=0

|f̃h+r,k|δ ⩽
∞∑
r=1

∞∑
k=0

∞∑
s=k+1

|dsds+h+r|δ =
∞∑
r=1

∞∑
s=1

s|ds|δ|ds+h+r|δ <∞,

故
∑∞

r=1 f̃h+r(L)ut+j1+h−rut+j1+h几乎处处收敛并且属于 D(α)。因此，

sup
1⩽t⩽M

|
M−1∑
h=1

∞∑
r=1

f̃h+r(L)ut+j1+h−rut+j1+h| = Op(aM)。
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再次利用M = o(an ∧ n)，我们有

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E4,t+j1,h

a2nM(M + 1)

=
4

a2nM(M + 1)

[M+1∑
t=2

(t− 1)(M + 1− 1

2
t)((1− L)

M−1∑
h=1

∞∑
r=1

f̃h+r(L)ut+h−rut+h)

+
M(M + 1)

2

n−M∑
t=M+2

((1− L)
M−1∑
h=1

∞∑
r=1

f̃h+r(L)ut+h−rut+h)

+
n∑

t=n−M+1

(n− t+ 1)(M − 1

2
n+

1

2
t)((1− L)

M−1∑
h=1

∞∑
r=1

f̃h+r(L)ut+h−rut+h)

]
.

=
4

a2nM(M + 1)
Op(M

3aM) +
2

a2n

M−1∑
h=1

n−M∑
t=M+2

((1− L)
∞∑
r=1

f̃h+r(L)ut+h−rut+h)

=
4

a2nM(M + 1)
Op(M

3aM) +Op(
M

an
)

= op(1)。 (6.25)

类似地，

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E5,t+j1,h

a2nM(M + 1)
= op(1)。 (6.26)

对于 E1,t+j1,h，在给定M ⩾ 1时，我们有

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E1,t+j1,h

a2nM(M + 1)

=
4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1 fh(1)u

2
t+j1

a2nM(M + 1)

d−→ 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

]
Uα

2
(1)。 (6.27)

结合 (6.23)、(6.24)、(6.25)、(6.26)和 (6.27)，我们可以得到 ∆n2的收敛性：

2∆n2

a2nM(M + 1)
=

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E1,t+j1,h

a2nM(M + 1)
+ op(1)

d−→ 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

]
Uα

2
(1)。 (6.28)

最终，结合 (6.22)和 (6.28)，对给定M ⩾ 1，我们可以得到 Sn3的收敛性：

2Sn3
a2nM(M + 1)

d−→
(
f0(1) + 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

])
Uα

2
(1)。 (6.29)
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对DM = f0(1) + 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

]
，因为

∑∞
i=1 |fi(1)| <∞，则

对任意 ν > 0，存在 N 使得
∑∞

i=N+1 |fi(1)| < ν 成立。当 M >
2N

ν
时，1 − ν <

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
< 1对 1 ≤ i ≤ N 成立，我们有

DM = f0(1) + 2
N∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1) + 2

M−1∑
i=N+1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

≥ f0(1) + 2
N∑
i=1

fi(1)− 2ν
N∑
i=1

|fi(1)| − 2ν

≥ f0(1) + 2
∞∑
i=1

fi(1)− ν(4 + 2
N∑
i=1

|fi(1)|),

和 DM ≤ f0(1) + 2
∑∞

i=1 fi(1) + ν(4 + 2
∑N

i=1 |fi(1)|)。此外，Phillips and Solo (1992)
的引理 5.19证明了 f0(1) + 2

∑∞
i=1 fi(1) <∞。由 ν 的任意性，我们有

lim
M→∞

DM = f0(1) + 2
∞∑
i=1

fi(1)。

6.7.4 Tn的收敛性

对 γ̂(0),我们有

γ̂(0)

a2n
=

1

na2n

n∑
t=1

Y 2
t

d−→ ω2

∫ 1

0

U2
α(t)dt, (6.30)

更多细节参见 Phillips (1990)的定理 2.1。
对给定的M ⩾ 1，记

Sn =

(
2Sn1

a2nM(M + 1)
,

2Sn2
a2nM(M + 1)

,
2Sn3

a2nM(M + 1)
,
γ̂(0)

a2n

)
和

Z =

(
ω2U2

α(1), 0,

(
f0(1)+2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

])
Uα

2
(1), ω2

∫ 1

0

U2
α(t)dt

)
,

我们需要证明

Sn
d−→ Z。
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令 c = (c1, c2, c3, c4)
′ ∈ R4，由 Chan and Zhang (2009)的引理 3.3，我们有

c1
2Sn1

a2nM(M + 1)
+ c2

2Sn2
a2nM(M + 1)

+ c3
2Sn3

a2nM(M + 1)
+ c4

γ̂(0)

a2n

= c1
Y 2
n

a2n
+ c3

2
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j=1D1,t+j

a2nM(M + 1)
+ c3

4
∑M

k=1

∑n−k
t=1

∑k
j1=1

∑k−1
h=1E1,t+j1,h

a2nM(M + 1)

+c4
1

na2n

n∑
t=1

Y 2
t + op(1)

d−→ c1ω
2U2

α(1) + c3

(
f0(1) + 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

])
Uα

2
(1)

+c4ω
2

∫ 1

0

U2
α(t)dt。

由 Cramér-Wold定理，我们有 Sn
d−→ Z 成立。

因此，由 (6.13)、(6.14)和 (6.29)，对给定M ⩾ 1，我们有

2(Sn1 + Sn2 + Sn3)

a2nM(M + 1)

d−→ ω2U2
α(1) +

(
f0(1) + 2

[M−1∑
i=1

(1 +M − i)(M − i)

M(M + 1)
fi(1)

])
Uα

2
(1)。 (6.31)

并且由等式 (6.30)和 (6.31)，

2(Sn1 + Sn2 + Sn3)

M(M + 1)γ̂(0)

d−→
ω2U2

α(1) +

(
f0(1) + 2

[∑M−1
i=1

(1+M−i)(M−i)
M(M+1)

fi(1)

])
Uα

2
(1)

ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

=
ω2U2

α(1) +DMUα
2
(1)

ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

。

类似地，当M =M(n) → ∞且M = o(an∧n)时，记Z∗ =

(
ω2U2

α(1), 0,
[
f0(1)+

2
∑∞

i=1 fi(1)
]
Uα

2
(1), ω2

∫ 1

0
U2
α(t)dt

)
，对 c = (c1, c2, c3, c4)

′ ∈ R4，我们有

c1
2Sn1

a2nM(M + 1)
+ c2

2Sn2
a2nM(M + 1)

+ c3
2Sn3

a2nM(M + 1)
+ c4

γ̂(0)

a2n

d−→ c1ω
2U2

α(1) + c3
[
f0(1) + 2

∞∑
i=1

fi(1)
]
Uα

2
(1) + c4ω

2

∫ 1

0

U2
α(t)dt。

由 Cramér-Wold定理，当M = M(n) → ∞和M = o(an ∧ n)时，我们有 Sn
d−→ Z∗

成立。因此，当M =M(n) → ∞和M = o(an ∧ n)时，

2(Sn1 + Sn2 + Sn3)

a2nM(M + 1)

d−→ ω2U2
α(1) +

[
f0(1) + 2

∞∑
i=1

fi(1)
]
Uα

2
(1)。 (6.32)
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因此，由等式 (6.30)和 (6.32)可得：

2(Sn1 + Sn2 + Sn3)

M(M + 1)γ̂(0)

d−→
ω2U2

α(1) +
[
f0(1) + 2

∑∞
i=1 fi(1)

]
Uα

2
(1)

ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

。

结合 (6.7)和 (6.8)，对任意M ≥ 1，我们有

Tn = − Sn1 + Sn2 + Sn3
2M(M + 1)γ̂(0)

d−→ −
ω2U2

α(1) +DMUα
2
(1)

4ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

, (6.33)

即定理 6.1的第一个结论成立；当M =M(n) → ∞和M = (an ∧ n)时,

Tn = − Sn1 + Sn2 + Sn3
2M(M + 1)γ̂(0)

d−→ −
ω2U2

α(1) +
[
f0(1) + 2

∑∞
i=1 fi(1)

]
Uα

2
(1)

4ω2
∫ 1

0
U2
α(t)dt

, (6.34)

即定理 6.1的第二个结论成立。
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7 总结与展望

重尾现象经常出现在许多科学领域，例如金融和经济学，相应的重尾理论也在

解决实际问题中起着越来越重要的作用。本文主要研究了基于重尾时间序列的非参

数假设检验。

本文的前半部分主要研究了在重尾 ARMA-GARCH 模型中的假设检验。在对
ARMA-GARCH模型进行统计推断时，由于一般常用的估计方法QMLE不能保证在
重尾情况下有渐近正态性成立，所以我们经常采用 SWQMELE方法。无论误差的四
阶矩是否存在，此方法都可以保证渐近正态性成立。然而，由于 SWQMELE要求误
差的中位数为 0，而在经典的 ARMA-GARCH模型及 QMLE中，我们一般假设均值
为 0。为了保证零中位数的假设成立，需要采取的模型变换会导致 ARMA-GARCH
结构不再成立。因此，我们需要在应用 SWQMELE前检验其假设是否成立。在第 3
章，我们考虑了应用 profile经验似然方法在误差中位数为 0、绝对矩为 1的假设下
检验误差均值是否为 0，以此来检验 SWQMELE的条件是否满足。在第 4章，为了
提高检验的稳健性，我们利用 GARCH结构而无需估计 GARCH模型，在误差均值
为 0、方差为 1的假设下，对误差的中位数是否为 0进行检验。为了进一步提高零
均值检验的稳健性，在第 5章中，我们结合 LAD和随机加权自助抽样法，在误差中
位数为 0、二阶矩为 1的假设下，进行零均值检验。针对以上提出的三种检验方法，
我们都考虑了原假设和局部备择假设下的渐近理论。相应的模拟研究和实证分析都

表明，我们的检验表现良好，且在应用 SWQMELE模型前进行假设检验是非常有必
要的。

然而，我们的研究也存在一些局限性。在现实中，我们不仅仅会对单个序列感

兴趣，往往会对一组序列进行研究，如何利用序列之间的共同波动性来做假设检验，

即如何将我们对单个 ARMA-GARCH 模型的检验拓展到多维的情况也值得进一步
的研究。

本文前半部分的研究主要针对 ARMA-GARCH 模型中误差四阶矩不存在但方
差存在的情形。为了进一步研究方差无限时的情形，我们考虑了检验带有无限方差

噪声的自回归模型中单位根的存在性，即当噪声项具有 εt =
∑∞

j=0 djηt−j的形式，其

中 {ηt}独立同分布，且属于 α-stable分布吸引域，其中 α ∈ (0, 2)。我们扩展了 Zhang
and Chan (2018) 中的 Portmanteau 型检验，得到了该检验统计量的渐近分布。模拟
研究和实证分析都表明，我们的检验优于传统的 PP、DF 和 ADF 检验。然而，我
们的方法还可以拓展到很多有趣的情形。首先，我们只对 AR(1)单位根模型进行了
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检验，然而在实际中，经常存在 AR(p)的情况。如何将我们的检验拓展到高阶自回
归的设定是一个值得考虑的研究方向。此外，我们只在短记忆过程的情形下研究了

Portmanteau型单位根检验，如何在长记忆的重尾噪声的情形下进行假设检验也是目
前的研究热点之一，这些我们将在未来的工作中考虑。
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附录

第 3章证明

引理 3.2的证明：
(a)为了证明 E sup

Θ0

∥Dt(θ, µ0)∥2 <∞,注意到

E sup
Θ0

∥Dt(θ, µ0)∥2 = E sup
Θ0

(
∥Dt,1(θ)∥2 + |Dt,2(θ, µ0)|2

)
。

因此，只需要证明 E sup
Θ0

∥Dt,1(θ)∥2 <∞和 E sup
Θ0

|Dt,2(θ, µ0)|2 <∞即可。

首先，我们有

ht(θ) = α0β
−1(1) +

∞∑
i=1

aδ(i)ε
2
t−i(γ),

其中，序列 {aδ(i)}对某个 ρ ∈ (0, 1)满足 α(z)β−1(z) =
∑∞

i=1 aδ(i)z
i 和 sup

Θδ

aδ(i) =

O(ρi)。因此，

ht(θ) ⩾ α0β
−1(1) 且 β−1(1) =

1

1−
∑s

i=1 βi
> 0,

表明
ht(θ)

α0β−1(1)
⩾ 1和 α0 > 0。

由引理 3.1 (e)、(f)和 (i),我们有

sup
Θ0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ′

∥∥∥∥2

≤ sup
Θ0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ ′

∥∥∥∥2

+ sup
Θ0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ′

∥∥∥∥2

≤ C2

α0

ξ2ρt−1 + C2ξ2ι1ρt−1。 (A.1)

由引理 3.1（参考 Ling (2007)的 (A.13)），我们有 sup
Θ0

|εt(γ)| ≤ C1ξρt−1(1 + |ηt|)。

再由引理 3.1(e)可得，存在常数 C 使得

sup
Θ0

|ηt(θ)| = sup
Θ0

|εt(γ)|√
ht(θ)

≤ Cξρt−1(1 + |ηt|)。 (A.2)
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对Dt,1(θ)来说,由引理 3.1 (b)-(e)和 (A.1),我们有

E sup
Θ0

∥Dt,1(θ)∥2

= E sup
Θ0

∥∥∥∥wt 1

2ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ
(1− |ηt(θ)|) + wt

1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ
sgn(ηt(θ))

∥∥∥∥2

≤ E sup
Θ0

∥∥∥∥wt 1

2ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ
(1− |ηt(θ)|)

∥∥∥∥2

+ E sup
Θ0

∥∥∥∥wt 1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ
sgn(ηt(θ))

∥∥∥∥2

+E sup
Θ0

∥∥∥∥w2
t (1− |ηt(θ)|)

1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂θ′
1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ
sgn(ηt(θ))

∥∥∥∥
≤ C2E

(
sup
Θ0

w2
t

4
(1− |ηt(θ)|)2(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
+
C2

α0

E(w2
t ξ

2
ρt−1)

+
C2

√
α0

E

(
sup
Θ0

w2
t (1 + |ηt(θ)|)(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
≤ C2E

(
sup
Θ0

w2
t

4
(1 + |ηt(θ)|2)(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
+
C2

√
α0

E

(
sup
Θ0

w2
t |ηt(θ)|(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
+
C2

√
α0

E

(
w2
t (

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
+
C2

α0

E(w2
t ξ

2
ρt−1)

≤ C2

4
E

(
sup
Θ0

w2
t |ηt(θ)|2(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
+

C2

√
α0

E

(
sup
Θ0

w2
t |ηt(θ)|(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
+
C2

√
α0

E

(
w2
t (

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
+

5C2

4α0

E(w2
t ξ

2
ρt−1) +

C2

4
E(w2

t ξ
2ι1
ρt−1)。 (A.3)

因为 {ηt} 与 wt 和 ξρt−1 独立, 根据 (A.2)、Cauchy-Schwarz 不等式和假设 3.5 里的
E|ηt| = 1，我们有

C2

4
E

(
sup
Θ0

w2
t |ηt(θ)|2(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
≤ C2

4
E

(
w2
tC

2ξ2ρt−1(1 + |ηt|)2(
1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
≤ C4

4
E(1 + |ηt|)2E

(
w2
t ξ

2
ρt−1(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
≤ C4

2
(1 + E|ηt|2)E

(
w2
t ξ

2
ρt−1(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)

)
≤ C4

2α0

(1 + E|ηt|2)E(w2
t ξ

4
ρt−1) +

C4

2
(1 + E|ηt|2)E(w2

t ξ
2+2ι1
ρt−1 ),
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和

C2

√
α0

E

(
sup
Θ0

w2
t |ηt(θ)|(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
≤ C3

√
α0

E

(
w2
t ξρt−1(1 + |ηt|)(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
≤ C3

√
α0

E(1 + |ηt|)E
(
w2
t ξ

2
ρt−1(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2

)
=

2C3

√
α0

E

(
w2
t ξ

2
ρt−1(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2

)
。

因此，结合 (A.3)，再根据假设 3.4，我们可以得到：

E sup
Θ0

∥Dt,1(θ)∥2

≤ C4

2α0

(1 + E|ηt|2)E(w2
t ξ

4
ρt−1) +

C4

2
(1 + E|ηt|2)E(w2

t ξ
2+2ι1
ρt−1 )

+
2C3

√
α0

E

(
w2
t ξ

2
ρt−1(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2

)
+

C2

√
α0

E

(
w2
t (

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1)
1
2 ξρt−1

)
+
5C2

4α0

E(w2
t ξ

2
ρt−1) +

C2

4
E(w2

t ξ
2ι1
ρt−1)

< ∞。

对 Dt,2(θ, µ0)来说,由 (A.2)、Cauchy-Schwarz不等式和假设 3.4可得：

E sup
Θ0

|Dt,2(θ, µ0)|2 = E sup
Θ0

|wtηt(θ)|2 ≤ C2E(w2
t ξ

2
ρt−1(1 + |ηt|)2)

≤ 2C2(1 + E|ηt|2)E(w2
t ξ

2
ρt−1) <∞。

综上，E sup
Θ0

∥Dt(θ, µ0)∥2 <∞。

(b)注意到 Pt(θ, µ0)是 (p+ q + r + s+ 3)× (p+ q + r + s+ 3)的矩阵，且有以

下形式：

Pt(θ, µ0) =


∂Dt,1(θ)

∂θ′
∂Dt,1(θ)

∂µ
∂Dt,2(θ, µ0)

∂θ′
∂Dt,2(θ, µ)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ0

 , (A.4)

其中
∂Dt,1(θ)

∂θ′ 是一个 (p+q+r+s+2)×(p+q+r+s+2)的矩阵，
∂Dt,1(θ)

∂µ
是一个 (p+

q+r+s+2)维的向量，
∂Dt,2(θ, µ0)

∂θ′ 是 (p+q+r+s+2)维的横向量，
∂Dt,2(θ, µ)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ0

是一个标量。要证明 E sup
Θ0

∥Pt(θ, µ0)∥ < ∞，只需要证明 E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,1(θ)

∂θ′

∥∥∥∥ < ∞，

E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,1(θ)

∂µ

∥∥∥∥ <∞，E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,2(θ, µ0)

∂θ′

∥∥∥∥ <∞和 E sup
Θ0

∣∣∣∣∂Dt,2(θ, µ)

∂µ

∣∣∣∣∣∣∣∣
µ=µ0

<∞。
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对于
∂Dt,1(θ)

∂θ′ ,注意到
∂Dt,1(θ)

∂θ′ = wt
∂2lt(θ)

∂θ∂θ′ ，其中

∂2lt(θ)

∂θ∂θ′ =


∂2lt(θ)

∂γ∂γ ′
∂2lt(θ)

∂γ∂δ′

∂2lt(θ)

∂δ∂γ ′
∂2lt(θ)

∂δ∂δ′

。
因为

∂2lt(θ)

∂θ∂θ′ 存在且连续，要证明 E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,1(θ)

∂θ′

∥∥∥∥ <∞，我们只需要证明

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂γ∂γ ′

∥∥∥∥ <∞，E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂δ′

∥∥∥∥ <∞和 E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂γ ′

∥∥∥∥ <∞。

首先，

∂2lt(θ)

∂γ∂γ ′

= − 1

2h2t (θ)

∂ht(θ)

∂γ

∂ht(θ)

∂γ ′ (1− |ηt(θ)|)

+
1

2ht(θ)

[
∂2ht(θ)

∂γ∂γ ′ (1− |ηt(θ)|)−
∂ht(θ)

∂γ
sgn(ηt(θ))(

∂εt(γ)

∂γ ′
1√
ht(θ)

−1

2
ηt(θ)

1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ ′ )

]
− 1

2

1

ht(θ)
√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γ

∂ht(θ)

∂γ ′ sgn(ηt(θ))

+
1√
ht(θ)

∂2εt(γ)

∂γ∂γ ′ sgn(ηt(θ))

=
1

4h2t (θ)
|ηt(θ)|

∂ht(θ)

∂γ

∂ht(θ)

∂γ ′ +
1

2ht(θ)

[
∂2ht(θ)

∂γ∂γ ′ − 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∂ht(θ)

∂γ ′

]
(1− |ηt(θ)|)

+
1√
ht(θ)

∂2εt(γ)

∂γ∂γ ′ sgn(ηt(θ))−
sgn(ηt(θ))

2ht(θ)
√
ht(θ)

[
∂ht(θ)

∂γ

∂εt(γ)

∂γ ′ +
∂εt(γ)

∂γ

∂ht(θ)

∂γ ′

]
。
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则根据引理 3.1 (b)、(c)、(e)、(i)和 (j)可得：

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂γ∂γ ′

∥∥∥∥
≤ E

(
sup
Θ0

wt|ηt(θ)|
4

1

α0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥2)
+E

(
sup
Θ0

wt

∣∣∣∣1− |ηt(θ)|
2

∣∣∣∣( 1
√
α0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂2ht(θ)

∂γ∂γ ′

∥∥∥∥+
1

α0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥2

)

)
+E

(
sup
Θ0

wt√
α0

∥∥∥∥∂2εt(γ)∂γ∂γ ′

∥∥∥∥)+ E

(
sup
Θ0

wt
α0

∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥∥∥∥∥∂εt(γ)∂γ

∥∥∥∥)
≤ C2

4α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ρt−1) +
C

2
√
α0

E(sup
Θ0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξρt−1)

+
C2

2α0

E(sup
Θ0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξ2ρt−1) +
C

√
α0

E(wtξρt−1) +
C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1)

=
3C2

4α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ρt−1) +
C

2
√
α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξρt−1)

+
3C

2
√
α0

E(wtξρt−1) +
3C2

2α0

E(wtξ
2
ρt−1)。 (A.5)

因为 {ηt}与 wt和 ξρt−1独立，结合 (A.2)和假设 3.5，我们有

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξ3ρt−1) = 2CE(wtξ
3
ρt−1),

和

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξ2ρt−1) = 2CE(wtξ
2
ρt−1)。

因此，利用 (A.5)和假设 3.4可得：

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂γ∂γ ′

∥∥∥∥
≤ 3C3

2α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

3C

2
√
α0

E(wtξρt−1) +
3C2

2α0

E(wtξ
2
ρt−1)

=
3C3

2α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

(2α0 + 3
√
α0)C

2

2α0
√
α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

3C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

< ∞。

同理，

∂2lt(θ)

∂δ∂δ′

=
1

4h2t (θ)
|ηt(θ)|

∂ht(θ)

∂δ

∂ht(θ)

∂δ′ +
1

2ht(θ)

[
∂2ht(θ)

∂δ∂δ′ − 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∂ht(θ)

∂δ′

]
(1− |ηt(θ)|),
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由引理 3.1 (f)-(g)可得：

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂δ′

∥∥∥∥
≤ E

(
sup
Θ0

wt|ηt(θ)|
4

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥2)
+E

[
sup
Θ0

wt

∣∣∣∣1− |ηt(θ)|
2

∣∣∣∣(∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂2ht(θ)

∂δ∂δ′

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥2)]
≤ C2

4
E(sup

Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1ρt−1) +
C

2
E

(
sup
Θ0

wt(1 + |ηt(θ)|)(ξι1ρt−1 + Cξ2ι1ρt−1)

)
=

3C2

4
E(sup

Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1ρt−1) +
C

2
E(sup

Θ0

wt|ηt(θ)|ξι1ρt−1)

+
C

2
E(wtξ

ι1
ρt−1) +

C2

2
E(wtξ

2ι1
ρt−1)。 (A.6)

根据 (A.2)和假设 3.5，很容易可以看出：

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1ρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξ2ι1+1
ρt−1 ) = 2CE(wtξ

2ι1+1
ρt−1 ),

和

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξι1ρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξι1+1
ρt−1) = 2CE(wtξ

ι1+1
ρt−1)。

因此，由 (A.6)和假设 3.4，我们有

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂δ′

∥∥∥∥ ≤ 3C3

2
E(wtξ

2ι1+1
ρt−1 ) + C2E(wtξ

ι1+1
ρt−1) +

C

2
E(wtξ

ι1
ρt−1) +

C2

2
E(wtξ

2ι1
ρt−1)

< ∞。

最后，

∂2lt(θ)

∂δ∂γ ′ =
1

4h2t (θ)
|ηt(θ)|

∂ht(θ)

∂δ

∂ht(θ)

∂γ ′ +
1

2ht(θ)

[
∂2ht(θ)

∂δ∂γ ′ − 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∂ht(θ)

∂γ ′

]
×(1− |ηt(θ)|)−

sgn(ηt(θ))
2ht(θ)

√
ht(θ)

[
∂ht(θ)

∂δ

∂εt(γ)

∂γ ′

]
,
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根据引理 3.1 (b)、(e)、(f)、(i)和 (l)，我们有

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂γ ′

∥∥∥∥
≤ E

[
sup
Θ0

wt|ηt(θ)|
4
√
α0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥]
+E

[
sup
Θ0

wt

∣∣∣∣1− |ηt(θ)|
2
√
α0

∣∣∣∣(∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂2ht(θ)

∂δ∂γ ′

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥∥∥∥∥ 1√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γ

∥∥∥∥)]
+E

(
sup
Θ0

wt
2
√
α0

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ)

∂δ

∥∥∥∥∥∥∥∥∂εt(γ)∂γ

∥∥∥∥)
≤ C2

4
√
α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξι1+1
ρt−1) +

1

2
√
α0

E

(
sup
Θ0

wt(1 + |ηt(θ)|)(Cξρt−1 + C2ξι1+1
ρt−1)

)
+

C2

2
√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1)

≤ 3C2

4
√
α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξρt−1)

+
C

2
√
α0

E(wtξρt−1) +
C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1)。 (A.7)

利用 (A.2)和假设 3.5，我们可以推出

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξι1+1
ρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξι1+2

ρt−1) = 2CE(wtξ
ι1+2
ρt−1),

和

E(sup
Θ0

wt|ηt(θ)|ξρt−1) ≤ CE(wt(1 + |ηt|)ξ2ρt−1) = 2CE(wtξ
2
ρt−1)。

因此,由 (A.7)和假设 3.4，我们可得:

E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂δ∂γ ′

∥∥∥∥ ≤ 3C3

2
√
α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
C

2
√
α0

E(wtξρt−1) +
C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1)

< ∞。

综上所述，我们可以得到：

E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,1(θ)

∂θ′

∥∥∥∥ = E sup
Θ0

∥∥∥∥wt∂2lt(θ)∂θ∂θ′

∥∥∥∥ <∞。

显然，
∂Dt,1(θ)

∂µ
= 0可推出 E supΘ0

∥∥∥∥∂Dt,1(θ)

∂µ

∥∥∥∥ <∞。
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对于 Dt,2(θ, µ0)，由引理 3.1 (b)-(e),我们有

E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,2(θ, µ0)

∂θ′

∥∥∥∥
= E sup

Θ0

∥∥∥∥wt∂ηt(θ)∂θ′

∥∥∥∥
= E sup

Θ0

∥∥∥∥wt( 1√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂θ′ − ηt(θ)

2ht(θ)

∂ht(θ0)

∂θ′

)∥∥∥∥
≤ E

(
sup
Θ0

wt√
α0

∥∥∥∥∂εt(γ)∂γ ′

∥∥∥∥)+ E

(
sup
Θ0

wt
|ηt(θ)|

2

∥∥∥∥ 1

ht(θ)

∂ht(θ0)

∂θ′

∥∥∥∥)
≤ C

√
α0

E(wtξρt−1) +
C

2
E

(
sup
Θ0

wt|ηt(θ)|
(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1

) 1
2
)
。 (A.8)

由 (A.2)和假设 3.5,

E

(
sup
Θ0

wt|ηt(θ)|
(

1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1

) 1
2
)

≤ CE

(
wtξρt−1(1 + |ηt|)

(
1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1

) 1
2
)

= 2CE

(
wtξρt−1

(
1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1

) 1
2
)
,

再结合假设 3.4，可以推出：

E sup
Θ0

∥∥∥∥∂Dt,2(θ, µ0)

∂θ′

∥∥∥∥
≤ C

√
α0

E(wtξρt−1) + C2E

(
wtξρt−1

(
1

α0

ξ2ρt−1 + ξ2ι1ρt−1

) 1
2
)

< ∞。

此外，

E sup
Θ0

∣∣∣∣∂Dt,2(θ, µ)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ0

∣∣∣∣ = E sup
Θ0

∣∣∣∣wt∂(ηt(θ)− µ)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ0

∣∣∣∣ = Ewt <∞。

因此，由 (A.4),我们有

E sup
Θ

∥Pt(θ, µ0)∥ <∞,

即引理 3.2 (b)成立。

引理 3.3的证明：
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(a)由切贝雪夫不等式可知，当 n→ ∞时，对于任意 ε > 0，

P (max
1≤t≤n

sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ ≥ nε2)

≤ 1

nε2

n∑
t=1

E

(
sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥I(sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ > nε2)

)
≤ 1

ε2
max
1≤t≤n

E

(
sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥I(sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ > nε2)

)
→ 0,

其中，最后一个不等式利用E(sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥) <∞可得。因此，max
1≤t≤n

sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ =

op(n)。

(b)对任意 ε > 0，当 n→ ∞时，

P (max
1≤t≤n

∥Dt(θ0, µ0)∥ ≥
√
nε)

≤ 1

nε2

n∑
t=1

E

(
∥Dt(θ0, µ0)∥2I(∥Dt(θ0, µ0)∥ >

√
nε)

)
≤ 1

ε2
max
1≤t≤n

E

(
∥Dt(θ0, µ0)∥2I(∥Dt(θ0, µ0)∥ >

√
nε)

)
→ 0,

其中，最后一个不等式可以根据 E∥Dt(θ0, µ0)∥2 <∞得出。因此，

max
1≤t≤n

∥Dt(θ0, µ0)∥ = op(
√
n)。

再次利用泰勒展开可得：

1√
n
max
1≤t≤n

sup
V0

∥Dt(θ, µ0)∥ ≤ 1√
n
max
1≤t≤n

∥Dt(θ0, µ0)∥+
1

n
max
1≤t≤n

sup
V0

∥Pt(θ, µ0)∥ = op(1),

因此 (b)成立。

(c)首先，由引理 3.2和遍历定理，我们有
1

n

n∑
t=1

Pt(θ0, µ0) = Ψ+ op(1)。

另一方面，我们先证明 E sup
V0

∥∥∥∥∂Pt(θ, µ0)

∂θ

∥∥∥∥ <∞。

对 i, j, k = 1, 2, ..., r + s+ p+ q + 2，由引理 3.1、(A.2)和假设 3.4-3.5，我们有
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E sup
V0

wt ∂3lt(θ)

∂γi∂γj∂γk


= E

[
sup
V0

wt

 3sgn(ηt(θ))
4h2t (θ)

√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γk

∂ht(θ)

∂γi

∂ht(θ)

∂γj
− |ηt(θ)|

4h3t (θ)

∂ht(θ)

∂γi

∂ht(θ)

∂γj

∂ht(θ)

∂γk

+
3|ηt(θ)| − 2

4h2t (θ)

(
∂h2t (θ)

∂γi∂γk

∂ht(θ)

∂γj
+
∂h2t (θ)

∂γj∂γk

∂ht(θ)

∂γi
+
∂h2t (θ)

∂γi∂γj

∂ht(θ)

∂γk

)
+
1− |ηt(θ)|
2ht(θ)

∂3ht(θ)

∂γi∂γj∂γk
+
sgn(ηt(θ))√

ht(θ)

∂3εt(γ)

∂γi∂γj∂γk

− sgn(ηt(θ))
2ht(θ)

√
ht(θ)

(
∂εt(γ)

∂γk

∂2ht(θ)

∂γi∂γj
+
∂ht(θ)

∂γk

∂2εt(γ)

∂γi∂γj

)
+

sgn(ηt(θ))
2ht(θ)

√
ht(θ)

(
∂2ht(θ)

∂γi∂γk

∂εt(γ)

∂γj
+
∂2ht(θ)

∂γj∂γk

∂εt(γ)

∂γi
+
∂2εt(γ)

∂γj∂γk

∂ht(θ)

∂γi
+
∂2εt(γ)

∂γi∂γk

∂ht(θ)

∂γj

)
− sgn(ηt(θ))
4h2(θ)

√
ht(θ)

(
∂ht(θ)

∂γk

∂ht(θ)

∂γi

∂εt(γ)

∂γj
+
∂ht(θ)

∂γk

∂ht(θ)

∂γj

∂εt(γ)

∂γi

)]
≤ 3C3

4α0
√
α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

C3

4α0
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ3ρt−1) +
3C2

4α0

E(sup
V0

wt(3|ηt(θ)|+ 2)ξ2ρt−1)

+
C

2
√
α0

E(sup
V0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξρt−1) +
C

√
α0

E(wtξρt−1) +
C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
2C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

C3

2α0
√
α0

E(wtξ
3
ρt−1)

=
C3

4α0
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ3ρt−1) +
9C2

4α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ2ρt−1) +
C

2
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξρt−1)

+
5C3

4α0
√
α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

9C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

3C2

2
√
α0

E(wtξρt−1)

≤ C4

4α0
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ4ρt−1) +
9C3

4α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ3ρt−1) +
C2

2
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ2ρt−1)

+
5C3

4α0
√
α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

9C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

3C2

2
√
α0

E(wtξρt−1)

=
C4

2α0
√
α0

E(wtξ
4
ρt−1) +

9C3

2α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
5C3

4α0
√
α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

9C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

3C2

2
√
α0

E(wtξρt−1)

=
C4

2α0
√
α0

E(wtξ
4
ρt−1) + (

9C3

2α0

+
5C3

4α0
√
α0

)E(wtξ
3
ρt−1)

+(
9C2

α0

+
C2

√
α0

)E(wtξ
2
ρt−1) +

3C2

2
√
α0

E(wtξρt−1)

< ∞,
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E sup
V0

wt ∂3lt(θ)

∂δi∂γj∂γk


= E

[
sup
V0

wt

 3sgn(ηt(θ))
4h2t (θ)

√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γk

∂ht(θ)

∂δi

∂ht(θ)

∂γj
− |ηt(θ)|

4h3t (θ)

∂ht(θ)

∂δi

∂ht(θ)

∂γj

ht(θ)

∂γk

+
3|ηt(θ)| − 2

4h2t (θ)

(
∂h2t (θ)

∂δi∂γk

∂ht(θ)

∂γj
+
∂h2t (θ)

∂γj∂γk

∂ht(θ)

∂δi
+
∂h2t (θ)

∂δi∂γj

∂ht(θ)

∂γk

)
+
1− |ηt(θ)|
2ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂γj∂γk
− sgn(ηt(θ))

2ht(θ)
√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γk

∂2ht(θ)

∂δi∂γj

+
sgn(ηt(θ))

2ht(θ)
√
ht(θ)

(
∂2ht(θ)

∂δi∂γk

∂εt(γ)

∂γj
+
∂2εt(γ)

∂γj∂γk

∂ht(θ)

∂δi

)
− sgn(ηt(θ))
4h2(θ)

√
ht(θ)

∂ht(θ)

∂γk

∂ht(θ)

∂δi

∂εt(γ)

∂γj

]
≤ 3C3

4α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

C3

4α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξι1+2
ρt−1)

+
C2

4
E

(
sup
V0

wt(3|ηt(θ)|+ 2)(
2

α0

ξ2ρt−1 +
1

√
α0

ξι1+1
ρt−1)

)
+

C

2
√
α0

E(sup
V0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξρt−1) +
C2

2α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

C2

2α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
C2

2
√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C3

4α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1)

=
C3

4α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξι1+2
ρt−1) +

3C2

2α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ2ρt−1) +
3C2

4
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξι1+1
ρt−1)

+
C

2
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξρt−1) +
C3

α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

2C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

≤ C4

4α0

E(wt(1 + |ηt|)ξι1+3
ρt−1) +

3C3

2α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ3ρt−1) +
3C3

4
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξι1+2
ρt−1)

+
C2

2
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ2ρt−1) +
C3

α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

2C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

=
C4

2α0

E(wtξ
ι1+3
ρt−1) +

3C3

α0

E(wtξ
3
ρt−1) +

3C3

2
√
α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

C3

α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1)

+
2C2

α0

E(wtξ
2
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

=
C4

2α0

E(wtξ
ι1+3
ρt−1) +

3C3

α0

E(wtξ
3
ρt−1) + (

3C3

2
√
α0

+
C3

α0

)E(wtξ
ι1+2
ρt−1) + (

C2

√
α0

+
2C2

α0

)E(wtξ
2
ρt−1)

+
C2

√
α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1) <∞,
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E sup
V0

wt ∂3lt(θ)

∂δi∂δj∂γk


= E

[
sup
V0

wt

 3sgn(ηt(θ))
4h2t (θ)

√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γk

∂ht(θ)

∂δi

∂ht(θ)

∂δj
− |ηt(θ)|

4h3t (θ)

∂ht(θ)

∂δi

∂ht(θ)

∂δj

ht(θ)

∂γk

+
3|ηt(θ)| − 2

4h2t (θ)

(
∂h2t (θ)

∂δi∂γk

∂ht(θ)

∂δj
+
∂h2t (θ)

∂δj∂γk

∂ht(θ)

∂δi
+
∂h2t (θ)

∂δi∂δj

∂ht(θ)

∂γk

)
+
1− |ηt(θ)|
2ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂δj∂γk
− sgn(ηt(θ))

2ht(θ)
√
ht(θ)

∂εt(γ)

∂γk

∂2ht(θ)

∂δi∂δj

]
≤ 3C3

4
√
α0

E(wtξ
2ι1+1
ρt−1 ) +

C3

4
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1+1
ρt−1 ) +

3C2

4
√
α0

E(sup
V0

wt(3|ηt(θ)|+ 2)ξι1+1
ρt−1)

+
C

2
√
α0

E(sup
V0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξρt−1) +
C2

2α0

E(wtξ
ι1+1
ρt−1)

=
C3

4
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1+1
ρt−1 ) +

9C2

4
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(sup
V0

wt|ηt(θ)|ξρt−1)

+
3C3

4
√
α0

E(wtξ
2ι1+1
ρt−1 ) + (

3C2

2
√
α0

+
C2

2α0

)E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

≤ C4

4
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ2ι1+2
ρt−1 ) +

9C3

4
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξι1+2
ρt−1) +

C2

2
√
α0

E(wt(1 + |ηt|)ξ2ρt−1)

+
3C3

4
√
α0

E(wtξ
2ι1+1
ρt−1 ) + (

3C2

2
√
α0

+
C2

2α0

)E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

=
C4

2
√
α0

E(wtξ
2ι1+2
ρt−1 ) +

9C3

2
√
α0

E(wtξ
ι1+2
ρt−1) +

C2

√
α0

E(wtξ
2
ρt−1)

+
3C3

4
√
α0

E(wtξ
2ι1+1
ρt−1 ) + (

3C2

2
√
α0

+
C2

2α0

)E(wtξ
ι1+1
ρt−1) +

C

2
√
α0

E(wtξρt−1)

< ∞,
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和

E sup
V0

wt ∂3lt(θ)∂δi∂δjδk


= E

[
sup
V0

wt

− |ηt(θ)|
4h3t (θ)

∂ht(θ)

∂δi

∂ht(θ)

∂δj

ht(θ)

∂δk

+
3|ηt(θ)| − 2

4h2t (θ)

(
∂h2t (θ)

∂δi∂δk

∂ht(θ)

∂δj
+
∂h2t (θ)

∂δj∂δk

∂ht(θ)

∂δi
+
∂h2t (θ)

∂δi∂δj

∂ht(θ)

∂δk

)
+
1− |ηt(θ)|
2ht(θ)

∂3ht(θ)

∂δi∂δj∂δk

]
≤ C3

4
E(sup

V0

wt|ηt(θ)|ξ3ι1ρt−1) +
3C2

4
E(sup

V0

wt(3|ηt(θ)|+ 2)ξ2ι1ρt−1) +
C

2
E(sup

V0

wt(1 + |ηt(θ)|)ξι1ρt−1)

=
C3

4
E(sup

V0

wt|ηt(θ)|ξ3ι1ρt−1) +
9C2

4
E(sup

V0

wt|ηt(θ)|ξ2ι1ρt−1) +
C

2
E(sup

V0

wt|ηt(θ)|ξι1ρt−1)

+
3C2

2
E(wtξ

2ι1
ρt−1) +

C

2
E(wtξ

ι1
ρt−1)

≤ C4

4
E(wt(1 + |ηt|)ξ3ι1+1

ρt−1 ) +
9Ce

4
E(wt(1 + |ηt|)ξ2ι1+1

ρt−1 ) +
C2

2
E(wt(1 + |ηt|)ξι1+1

ρt−1)

+
3C2

2
E(wtξ

2ι1
ρt−1) +

C

2
E(wtξ

ι1
ρt−1)

=
C4

2
E(wtξ

3ι1+1
ρt−1 ) +

9Ce

2
E(wtξ

2ι1+1
ρt−1 ) + C2E(wtξ

ι1+1
ρt−1) +

3C2

2
E(wtξ

2ι1
ρt−1) +

C

2
E(wtξ

ι1
ρt−1)

< ∞。

同理，E sup
V0

wt ∂3lt(θ)∂γi∂γjδk

 <∞,E sup
V0

wt ∂3lt(θ)∂γi∂δjγk

 <∞,E sup
V0

wt ∂3lt(θ)∂γi∂δjδk

 <

∞和 E sup
V0

wt ∂3lt(θ)∂δi∂γjδk

 <∞。因此，

E sup
V0

∥∥∥∥∂Pt(θ, µ0)

∂θ

∥∥∥∥ = E sup
V0

∥∥∥∥∂2Dt,1(θ)

∂θ∂θ′

∥∥∥∥ = E sup
Θ0

∥∥∥∥wt ∂3lt(θ)∂θ∂θ′∂θ

∥∥∥∥ <∞。 (A.9)

最后，当 n→ ∞时，对任意 ε > 0，

P (
1

n

n∑
t=1

sup
Vθ0

∥Pt(θ, µ0)− Pt(θ0, µ0)∥ > ε)

≤ 1

ε
E

[
sup
V0

∥Pt(θ, µ0)− Pt(θ0, µ0)∥
]

≤ 1

ε
E

[
sup
V0

∥∥∥∥∂Pt(θ, µ0)

∂θ
(θ − θ0)

∥∥∥∥]
≤ M

ε
√
n
E sup

V0

∥∥∥∥∂Pt(θ, µ0)

∂θ

∥∥∥∥ → 0,

即 (c)成立。
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(d)再次应用引理 3.2和遍历定理，我们有

1

n

n∑
t=1

[Dt(θ0, µ0)D
′
t(θ0, µ0)] = Ω+ op(1)。 (A.10)

注意到

1

n

n∑
t=1

∥Pt(θ0, µ0)∥ = E∥Pt(θ0, µ0)∥+ op(1) = Op(1),

因此由 (c)可得 sup
V0

∥Pt(θ, µ0)− Pt(θ0, µ0)∥ = op(1)。所以，

sup
V0

1

n

n∑
t=1

∥Pt(θ, µ0)∥ = Op(1)。 (A.11)

对任意 θ ∈ V0，由泰勒展开可得：

Dt(θ, µ0) = Dt(θ0, µ0) + Pt(θ
∗, µ0)(ω − ω0) + op(

1√
n
),

其中 Pt(θ
∗, µ0)是引理 3.2中定义的 (r+ s+ p+ q+3)× (r+ s+ p+ q+3)矩阵，θ∗

位于 θ0和 θ中间, ω0是 ω的真值。因此，

sup
V0

1

n

∥∥∥∥ n∑
t=1

[
Dt(θ, µ0)D

′
t(θ, µ0)−Dt(θ0, µ0)D

′
t(θ0, µ0)

]∥∥∥∥
= sup

V0

1

n

∥∥∥∥ n∑
t=1

[
Pt(θ

∗, µ0)(ω − ω0)D
′
t(θ0, µ0) +Dt(θ0, µ0)(ω − ω0)

′P ′
t (θ

∗, µ0)

+Pt(θ
∗, µ0)(ω − ω0)(ω − ω0)

′P ′
t (θ

∗, µ0)

]∥∥∥∥
≤ sup

V0

2

n

∥∥∥∥ n∑
t=1

[
Pt(θ, µ0)(ω − ω0)D

′
t(θ0, µ0)

]∥∥∥∥
+ sup

V0

1

n

∥∥∥∥ n∑
t=1

[
Pt(θ, µ0)(ω − ω0)(ω − ω0)

′P ′
t (θ, µ0)

]∥∥∥∥
≤ 2M max

1≤t≤n

∥∥∥∥Dt(θ0, µ0)√
n

∥∥∥∥ sup
V0

(
1

n

n∑
t=1

∥Pt(θ, µ0)∥
)

+M2 max
1≤t≤n

sup
V0

∥∥∥∥Pt(θ, µ0)

n

∥∥∥∥ sup
V0

(
1

n

n∑
t=1

∥Pt(θ, µ0)∥
)

= op(1)Op(1) + op(1)Op(1)

= op(1),

其中最后一个等式可由此引理的 (a)-(c)和 (A.11)得到。因此 (d)成立。
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